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Ebene Geometrie. 

I, Abschnitt. 

Symmetrie und Kongruenz. 

1. Kapitel. Der Paukt atid die Gerade. 
§ 1. Bezeichnung. 

1, Punkte werden mit grossen lateinischen Buch- 
staben wie Ä, B, C, . . . P, Q, X, Y, Z bezeichnet. 
Zwei Punkte bestimmen Richtung und Abstand, und, 
BWar Richtung, weön döV eine Punkt zum Ausgangs-, 
der andere zum Zielpunkt gewählt wird, 

2. ir.eder Geraden kommen zwei einander ent- 
gegengeaetzte Richtungen, lund wenn, sie vollständig 
begrenzt iat, eine Länge zu. Die G-erade wird durch. 
zwei neben sie gesetzte grosse lateinische Buchstaben 
bezeichnet, zuweilen auch durch einen; z, B. Gerade 
AB, Gerade L. Dprch einen auf ihr liegenden Punkt 
wird jede Gerade in zwei Strahlen aerliigt. Der 
eine heisst der Gegenstrahl des andern. Bezeichnet 
wird der Strahl durch zwei daran gesetzte grosse la- 
teinische Buchstaben, wovon der eine an dem Grenz- 
ponkt stehea musa, z. B, Stralil Aß. Der endliche 
T^il einer Geraden, der zwischen zwei auf ihr aüge- 

I Punkten liegt, heiast Strecke; die Puiikte 
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heisaen Endpunkt« derselben. Man bezeichnet eine 
Strecke durch zwei an ihre Endpunkte gesetzte grosse 
lateiniaclie Buchataben, oder wenn nur ihre Länge be- 
riiekaichtigt werden soll, mit einem iileinen lateini- 
schen, an sie gesetzten Buchatahen; a. B. Strecke AB, 
Strecke a. 

3. Mehrere Strahlen, die von demselben Punkt 
aasgehen, bilden daa S trahlenbüsohel; der Punkt 
heisst der Träger, der Mittelpunkt oder dae Zentrum 
des Büschels. Mehrere Punkte auf einer Geraden bilden 
die Punktreihe. Die Gerade pflegt man den Träger 
der ßeihe au nennen, 

4 Axiom von der Geraden. Durch zwei 
Punkte ist nur eine Gerade möglich. 

5. Forderungsaätze. a) Durch einen gege- 
benen Punkt eine Gerade zu ziehen, b) Zwei Punkte 
durch die Gerade zu verbinden, c) Eine Strecke n^h 
der einen oder nach beiden Kichtungen hin zu ver- 
längern. — f Zum Ziehen der Geraden dient daa Lineal. 

6. Folgerungen, a) Durch einen Punkt lassen 
sich unbeschränkt viele gerade Linien ziehen, b) Wenn 
zwei Geraden dieselben zwei Punkte gemeinschaftlich 
haben, so decken sie einander in allen ihren' Punkten. 
— Hierauf beruht die Prüfung des Lineals. — c) Zwei 
gerade Linien können auch nur ein and denselben 
Punkt gemeiiteam haben. Man sagt, sie schneiden sigh 
in dem Punkt und nennt denselben Schnittpunkt. 

7. Zwei Strecken, (<iljfi ohne Bücksiclit auf Lage 
nnd Bichtnng in der Länge Übereinstimmen ,\ heiBB«ii 
gleich; ungleich aber, weön &U. in der Limge ver- 
schieden sind. 

8. Aufgaben, a) Zwei Strecken mit einander 
zu vergleichen, b) Eine Strecke zu übertragen, -d. ,h, 
eine solche zu zeichnen, welche der gegebenen Strecke a 
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gleich ist. — Zum. Törgleichen und TJebertragen der 
Strecken dient' der Zirkel. 

9. Strecken lassen aich addieren; von einer grösse- 
ren Strecke lässt sich eine kleinere abziehen; eine 
Strecke läaat sich mit einer ganzen Zahl multiplizieren; 
eine Strecke lässt sich durch eine ganze Zahl divi- 
dieren, d. h, sie lässt sich in eine Anzahl gleicher Teile 
zerlegen, jeder Teil heisst ein aliquoter der Strecke, 
Der Punkt, (welcher eine Strecke in zwei gleiche Teile 
zerlegtj sie halhiert, wird ihr Mittelpunkt, ihre Mitte 
genannt. — Anwendungen hiervon heim Nonius oder 
"VJernier, 

10. Eine Strecke messen heisst, untersnchen, wie 
oftmal eine als Längeneinheit gewählte Strecke in der 
gegebenen enthalten ist. Die dabei erhaltene Zahl 
heisst Maaszahl. — Zum Messen dienen die Maäs^tabe,; 
die Messhäader, die Messketten u. s. f. Beim Ent- 
werfen von Karten, Plänen und dergleichen kommt der 
sogenannte veijiingte Massstab zur Verwendung, d, h, 
eine Strecke, auf der die Längeneinheiten verkleinert 
aufgetragen sind. Ist ein solcher Massstab gezeichnet, 
dessen Einheit 1 m bedeutet, während ihre thatsäch- 
liche Länge nur 1 cm ist, dann wurde die Zeichnung, 
zu welcher dieser Massstab gehört in ~i- der Natur- 
grösse dargestellt. 



Gegeben, sind die Strecken a, b, c, ivo a < b < c ist. 
Konstmiere a + b^b — a;c — b-|- a;3a;äb + c; 
halbiere nach dem Augenmass a ; halbiere durch Versuche 
mit dem Zirkel b. 
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2. Kapitel. Der Ki-els. Der geometrische Ort. 

% 3. £ntste]iiiii?. 

1. "Wenn sich die Strecke CA um den einen End- 
punkt C dreht, bis sie in iiire ursprüngliche Lage zu- 
rückkehrt, so beschreibt der andere Endpunkt den 
Kreis, und die Strecke selbst erzeugt die Kreisfläche. 
Der Punkt C wird der Mittelpunkt, das Zentrum, die 
Strecke AC der Halbmösser , Radius , genannt. Man 
sagt, der Kreis wird aus oder um den gegebenen Mittel- 
punkt mit dem gegebenen Halbmeaser beschrieben. Alle 
ßadiea eines Kreises sind einander gleich. 

2. J'ede Strecke, welche zwei Punkte des ümfanga 
verbindet, beisst Sehne; sie zerlegt denselben in zwei 
Bögen. G-eht die Seiino dureh den Mittelpunkt, so 
wird sie Durühmesser genannt Jeder Durchmesser 
teilt den Umfang m zwei Halbkreise. Alle Durch- 
messer eines Kreises sind einandei gleich. (Warum ?) 
Wenn eine trPrade den Kieis schneidet, so geschieht 
dies in zwei Punkten die Gerade beisst Sekante, 
Geht die Sekinte durch das Zentrum, so wird sie zur 
Zentrale. — Sind in einem Kreise zwei Bögen ein- 
ander gleich so kann min den einen durch Drehung 
um das Zentium. zur Deckung mit dem andern bringen. 
(Mechanisch mit Hilfe eine^ Stuck chens^PausIpapiers.) 

3. Fordernngasitz Einen Kreis zu konstruieren, 
wenn der Mittel] unkt und der I aims gegeben sind; — 
wird mit Hilfe des Ziikels ausgeführt, 

4. Ein Punkt Iie^t entwedei auf dem Kreise oder 
ausserhalb oder innerhalb des Kreises, je naoli- 
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dem sein Abstand vom Zentrum ebensO'gross oder 
grösser oder kleiner als der Halbmesser ist. 

5. Kreise von gleicben Eadien heisson gleich, 
mit Terscbieden langen Radien un gl e icb. Wenn ein 
Kreis einen andern schneidet, so erfolgt dies stets in 
■zwei Punkten. Kreise mit demselben Mittelpunkt liegen 
konzentrisch, mit verschiedenem Mittelpunkt e x- 

6. Man denkt sich den TJmfang eines Kreises in 360 
gleiche Bögen zerlegt und nennt jeden solchen Teil einen 
Bogengrad, kurz Grad. Ein G-rad ("} hat 60 gleiche 
Minuten (') und eineMinute 60 gleiche Sekunden ("), 
Ein Bogen von 90° heisst ein Quadrant, ein solcher von 
60° ein Sestant u, a. i. — Die Teilung des Umfangs 
in 360 gleiche Teile lässt sich mit Lineal und Zirkel 
nicht ansfiihren. 

7. Aufgabe: Einen Puukt zu finden, der von einem 
gegebenem Punkte A die vorgeschriebene Entfernung e 
hat. — Lösung: Es-giebt unzählig viele Punkte, welche 
der Aufgabe genügen; alle liegen auf dem Kreise, der 
um A mit e beschrieben wird, 

8. Der geometrische Ort. Wenn die Lage 
eines Punktes vermöge der Bedingungen, die er erfüllen 
soll, nicht hinreichend bestimmt ist, so ist si§'doch oit 
auf eine Linie beschränkt, auf welcher der Punkt liegen 
niuss. Diese Linie heisst der geometrische Ort des 
Punktes. 

9. Der geometrische Ort des Punktes, der 
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§ 4. üefcuiigeu. 

1. Auf der Geraden L den Punkt X zu finden, der von 
dem gegebenen Punkte A die Entfernung e hat. 

2. Die Punkte an finden, welche von A die Entfernung a, 
nnd zugleich von B die Entfernung b haben. 

3. Die Punkte zu finden, welche von A und B die gleiche 
vorgeschriebene Entfernung a haben. 

4. Die Punkte zu finden, welche von A und B die Ent- 
fernung AB haben. 

5. In den gegebenen Kreis eine Sehne von der Länge a 



Quadranten, 

8. Zeichne nach dem Augenraass zwei gleiche Bögen in 
einem" Kreise; bringe den einen durch Drehung uni das 
Zentrum zur Deckung mit dem andern ! — Geschieht mecha- 
nisch mit Hilfe eines Streifens Pauspapiers. 

9. Zeichne zwei gleiche Strecken, die eine wagrecht, die 
andere senkrecht! Welche erscheint länger? 



3. Kapitel. Der Winkel. 

g 5. Entstehung und Bezeielinung. 

1, Zwei Strahlen, die von demselben Punkte aus- 
gehen, bilden einen "Winkei {<). Er ist das Mass 
der Drehung, Q'^'^'^ welche j der eine Strahl in die 
Lage des andern gebracht wird. Die beiden Strahlen 
werden die Schenkel, der Punkt Spitze, Scheitel 
genannt. 

Bemerkung, Streng genommen bilden die beiden 
Strakien zwei "Winkel. 
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2. Bezeichnet wird der Winkel a) durch drei grosse 
Iftteintsche Buchstaben, vou deoeu der- 
jenige, welcher an mittlerer Stelle ge- 
Vannt wird, am Scheitel, die beiden 
anderen an den Schenkeln stehen, z. 
Fig. 1 < ABC; b) wenn kein Mi 
Verständnis obwalten kann, durch ( 
Scheitelbnchstahen allein, z.B. < B ; c) durch einen kleinen 
griechischen Buchstaben, der zwischen die Schenkel ge- 
setzt wird, z. B. •< a. 

3. Die Grösse des "Winkels ist von der Länge seiner 
Schenkel unabhängig. 

4. Bemerkung, Die Bezeichnung der Punkte mit 
grossen, der Strecken mit kleinen lateinischen und der 
Winkel mit kleinen griechischen Buchstaben rührt von 
Euler (geb. 1707 inBaael, geat. 1783 in Petersburg) her. 

§ 6. Einteilnng: der Winkel. 

1. Wenn man sich in Fig. 1 den Strahl BÄ um B 
ao weit gedreht vorstellt, bis er mit seinem Gegenstrahl 
zuaammenfällt, so heisst der erzeugte Winkel ein ge- 
streckter oder flacher. Führt der Schenkel BA 
eine volle Drehung aus, so nennt man den entstandenen 
Winkel einen vollen. Alle flachen Winkel sind ein- 
ander gleich, ebenso die vollen. Der hohle (konkave) 
Winkel ist kleiner, der erhabene (konvexe) gröaaer 
als der flache. 

2. Die Hälfte des gestreckten Winkels heisst ein 
rechter Winkel (E). Die Schenkel eines rechten 
Winkels ^^tehen senkrecht (1.) aufeinander; der eine 
ist das Lot, die Senkrechte des andern; der Scheitel 
wird Fusspunkt genannt. — Alle rechten Winkel sind 
einander gleich (warum?). — Der spitze Winkel ist 
kleiner, der stumpfe grösser als ein rechter; beide 
Arten heissen schiefe Winkel. 
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3. Folgeniagen. In einem Punkt einer öaKSden 
giebt es aui dieser nur ein Lot. Ein gestreckter 
Winkel ist*gleidii 2 E, ein yoller gleich 4 S. 

4, Bemerkung. Das Ziehen von Senkrechten erfolgt 
mit Hilfe desjenigen Instruments, das man „Winkel" 



§ 7. WinkelTei'gleiclmng. 

1. Denkt man sich einen Winkel auf einen anderen 
gelegt, und «s' decken sich hierhei die Schenkel paar- 
weise, so sind die Winkel gleich. 

2. Zieht man durch den Scheitel eines Winkels 
eine Gerade, die in die Winkelfläche lallt, so wii-d der 
Winkel in zwei Teile zerlegt. 

3. Wird ein Winkei so auf einen aweiten gelegt, 
4ass die Scheitel und ein Paar der Schenkel zusammen- 
fallen, und es deckt dabei der erst« Winkel nur einen 
Teil des zweiten, so ist der erste kleiner als der 
zweite und dieser grösser als jener. 

% 8. Winkel und Kreis. 

1. Zieht man, Fig. 2, in dem Kreise C die Strahlen 
fl CA und CB, BO wira~-der von ihnen ge- 

bildete Winkel ÄCB ein Zentri- 
nkel un^ der Bogen AB der zum 
j Winkel gehörige Bogen genaiüit:; Ist 
' femer in demselben Kreise'^ogen DE 
gleich Bogen AB und zieht man die 
Strahlen CD und CE, so ist < DOE 
Pis- 2- = A C B, weil sie durch eine Drehung 

lim C zur Deckung gebracht werden können. Dabei 
fallen auch die Sehnen DE und AB zusammen. Hier- 
aus folgt: 

In demselben Kreise gehören au glei- 
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ch en Bögen gl 8 ich e Seh neu und gleiche Zen tri- 
winkel. Der Satz ist auch richtig, wenn die Bögen 

2. Die natürlichste Masseinheit der "Winkel ist der 
volle Winkel. Derselbe wird ia 360 gleiche Winkel 
zerlegt gedacht, wovon jeder ein Winkelgrad, kura 
Grad ("> heiast. Der Grad zerfällt in 60 gleiche Mi- 
nutenwinkel, Minuten {'), und eine Minute in 60 gleiche 
Sekunden Winkel, Sekunden ("), 

3. Folgerung, Jeder Winkel hat soviele Grade, 
Minuten, Sekunden, als sein zugehöriger Bogen, 

4. Der Transporteur dient zum Messen gezeich- 
neter und aam Zeichnen gemessener Winkel, 




§ 9. Operationen mit Winkeln. 

1. A ufgabe. Einen Winkel au übertragen; d. h. 
an die gegebene Gerade Ä B in dem gegebenen Punkte 
A einen Winke! gleich dem gegebenen Winkel CDB 
anzutragen, 

Konstrnktit 
D und A beschre 
gleichen Radien Kre 
Der erstere schneidet die " E A 8 

Schenkel in C und E, der ■ ^"'^ "• 

andere die Gerade in B. Lege hierauf in den Kreis A 
die Sehne Bf — CE und ziehe AF, Es ist < TAB 
der geaiichte. — Der angetrogene Winkel kann vier 
verschiedeue Lagen einnehmen, 

2. Die Summe zweier Winkel wird erhalten, wenn 
man den einen an den andern anträgt, so dass sie den 
Scheitel und einen Schenkel gemeinschaftlich bähen. 
Durch wiederholtes Anlegen lässt sich ein Winke! ver- 
vielfachen. 

S. Ein kleinerer Winkel laast sich von einem grösse- 
Hahlec Oeonietrie, 2 
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durch AufeiDanderlegen abzietea. Dabei 



die Winkel den Seheitel 
sa,m liabea. 

4. IJm einen "Winkel 
zu zerlegen, wird der zu 
achriebene Anzahl gleiche 



1 Schenkel gern 



legt, 



1 eine Anzahl gleicher Teile 
ihörige Bogen in die vorge- 
Teile zerlegt. Hierauf ver- 
die Teilpunkte mit dem Kcheitel, — Die 
welche einen Winkel in zwei gleiche Teile zer- 
ihn halbiei-t, heisät Mediane, Winkel- 



5. Bemerkung. Die Halbierung eines "Winkels wird 
später gezeigt. Die Trisektion eiaea beliebigen Winkels 
ist mit Zirkel und Lineal nicht ausführbar. 

% 10. Nebcnninliel, Scheitelwinkel. 

Zwei einander schneidende Linien bilden vier 
mit dem Namen Neben- bezw. 



Winkel, di 

Scheitelwinkel belegt w 

I. Nebenwinkel 

den Scheitel und ein ei 



.rdei 



ind. 



nd zwei hohle Winkel, welche 
n Hcbenkel gemeinsam haben, 
während die beiden andern 
Schenkel eine Gerade bilden. 
Z.B. Fig. 4 -Ca und (5; ßnady; 
y und J; Ü und «. 

2. Ana der Definition er- 
giebt sich : 

Die Summe zweier Ne- 
benwinkel ist ein flacher 
Fig. t Winkel oder gleich 2 E- 

Folgerang. Nebenwinkel sind im allgemeinen 
h gross; der eine ist spitz, der andere stumpf, 
londeren Falle können Nebenwinkel gleich sein, 



1 ist jeder ein 
4. Kehrsatz. 



rechter 
Haben 



Winkel den Scheitel 
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uud einen Schenkel gerüeiasam uad beträgt ihre Summe 
2 Er, so bilden die nicht gemeinschaftlichen Schenkel 
eine Gerade. Beweis! 

5. Scheitelwinkel siüd zwei hohle Winkel von 
solcher Lage, dass die Schenkel des einen die Gegen- 
strahlen der Schenkel des anderen sind. Z. B. Fig. 4 
■< a ung y; ß und S. 

6. Durch Anwendung des Satzes 2 dieses § erhält 
man <f:a + ß = 2 '& und ebenso < (? -j- j- = 2 ß. Hier- 
aus folgt 'Ha-\-ß:=ß-{-y und damit auch -f. a = y, 
d. h. Scheitelwinkel sind einander gleich. 

7. Kehre den Lehrsatz von den Scheitelwinkeln um 
und beweise die Umkehrung! 

g 11. Ergänzungswinkel. 

1. Zwei "Winkel, deren Summe 1 ß ausmacht, 
heissen komplementär, und jeder von ihnen ist das 
Komplement des andern. Zwei Winkel, deren Summe 
2 E betrSgt, heissen supplementär, uad jeder von ihnen 
ist das Supplement des anderen. 

2. Zusatz, Nebenwinkel sind supplementär, 

% 12. Uc1)ungen. 

1. Wie gross ist der Winkel auf der Windrose zwischen 
den Richtungen N. und ONO, ? 

2. a, ß, y sind drei Winkel und es ist a > ^ > y. Man 
-ilde a + f; o — fio + y^J; 2o. 

3. Halbiere nach dem Ängenmass oder durch Probieren 
nen gegebenen Winkel. — Probe ! 

4. Wie gross sind die beiden Winkel, welche die Zeiger 
ner Uhr um 3 Uhr oder um 5 Uhr bilden? 

5. Berechne den Winkel , den der Stundenzeiger in 
lli 30', der Minntenzeiger in 45' zurücklegt. 

6. Unter welchem Winkel erscheint uns der Durch- 
messer der Mond- bezw. der Sonnenscheibe? 
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7 Unter nelchi.m Sehwiikeli^t t ir ein i urmilcs Auge 
bei reiner Luft nnd massiger tcleuchtung ein titgenstind 
eben noch sich.tb'u ' 

8 Der Wegerich zeigt '^ Bhttitellnng die Eiche '/' 
Wie grosb ibt derWmkel \oa einem Bhtt bis zum naohstea 

*t Alle \\ nk 1 cneiseits einer Geraden mit demselben 
Scheitel geben 2 F zur Summe 

10 Alle Winkel um einen Punkt betragen 4 E zu 



11 Die Halbierui gslmien zweiei Nebenwinkel stehen 
senkrtcht anfeinandi,i 

12 Die Lote «eiche man im Scheite! emea Winkels auf 
dessen Schenkeln errichtet achliessen einen ^Vmkel gleich, 
dem gegebenen oder das Supplement desselben ein 

13 Die Gerade welche einen 'Amkel halbiert halbiert 
auch den Scheitelwinkel 

14 Schneiden i,i h diei Genien in einem Funkt "jn 
ist die Summe dreier nicht ineinandergtenzender Wuikel 2 R 

15 Konstruiere die Nebenwinkel den Scheitelwinkel zu 
einem gegebenen Winkel ' 

16 Fmde den Supplementwinkel zu emem gegebenen 
Winkel 

17 \on zwei Nebenwinkeln ist der eine das Doppelte 
des andern; wie gross ist jeder? 

18. Es ist < o — 47° 16' 33". Wie gross ist sein 
Komplement-, Neben-, Supplementwinkel';' 



4, Kapitel. Yon den Figuren im allgemeineii, 
§ 13. Bezeichnung. 

1. Ein vollständig begrenzter Teil der Ebene heiaat 
Figur; der Linienzug, welcher die Grenze darstellt, 
wird ihr Umfang genannt. Je nach dem Umfange 
werden geradlinig^ krummlinig, geraiachtiiuig begrenzte 
Figuren unterschieden. 
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2. Die StreckeD, welche eine geradlinige Figur be- 
grenzen, heissea Seiten. Je zwei aufeinanderfolgende 
Seiten schliessen einen Winkel (Innenwinkel) ein. 
Die Scheitel der Winkel sind die Ecken der Figur. 
Ist der "Winkel an einer Ecke hohl oder erhaben, so 
wird sie aus- bezw. einspringend genannt. Im 
folgenden sind, falls nicht das Gegenteil betont wird, 
nur Figuren mit lauter ausap ringenden Ecken vorauB- 

Eine Strecke, die zwei nicht aufeinander- 
Ecken Yorbindet, heiaat Diagonale. Die 
Verlängerung einer Seite bildet mit der nächsten Seite 
einen Aussen winkel. Strecken und Winkel einer 
Figur werden die Stücke derselben genannt, 

3. Bezeichnet wird eine geradlinige Figur durch 
grosse lateinische an ihre Ecken gesetzte Buchstaben. 

4. Jede geradlinige Figur hat ebensoviele Seiten 
wie Ecken, Zu ihrer Begrenzung sind mindestens drei 
Seiten nötig. 

5. Mau teilt die geradlinigen Figuren nach der 
Zahl ihrer Ecken oder Seiten ein und nennt sie Drei- 
ecke Vierecke u. s. f. Viel- 
eck e'(Polygone). 

6. Jiu Dreieck (^) liegt jeder 
Ecke, jedem Winkel eine Seite gegen- 
über (Gegenseite), während die beideii 
anderen Seiten den Winkel einscHies- 
sen. Jeder Seite liegt eine Ecke, ein 
Winkel gegenüber (Gegenecke, Öe- *ig. 5- 
genwinkeli während die beiden anderen Winkel ihr 
anliegen, -TDie Bezeichnung der Stücke eines Dreiecks 
erfolgt in der durch Fig. 5 angegebenen Weise. 

7. Jedes Viereck hat zwei Diagonalen. 

8. Bemerkung. Unter einer Figur im weiteren 
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5. Kapitel. Zentriscbo Symmelrie. 
§ 15. Ertlilrniigen. 

1. Der Begriff Figur wird in folgender Erörterung 
im weiteren Sinne genommen. 

2. Drehung ist eine Bewegung um einea festen 
Punkt. Unter Umdreiiuug versteht man eine Drehung 

1 flachen Winkel. 

3. Fig. 6. Macht die Strecke 
AB um ihren Mittelpunkt C eine 
Umdrehung, so fällt A auf B und 
B auf A. Bilden ferner AD und 
B E mit AB gleiche Winkel, 
< a = ft in der Lage, wie die 
Figur zeigt , so deckt nach der 
Umdrehung AD die Linie BE 
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«Qd BE die Linie AD; und wenn AD = BE ist, so 
gelangen D und E ebenfalls zur gegenseitigen Deckung. 

4. Eine Pigur, die nauh einer Umdrehung um einen 
festen Punkt ihre f rubere Lage deckt, heisat zentriach 
symmetrisch für den Punkt als Mittelpunkt. Zwei 
Stücke, welche dahei ihre Lage Tertauschea, heissen 
entsprechend, homolog. 

5. Entsprechende Stücke aind einander gleich. 

6. Der Kreis ist eine zentrisch symmetrische Figur. 

§ 16. Winkolpftare ftu drei Geraäen. 

Werden — Figur 7 — zwei „ 

gerade Linien AB und CD von 
einer dritten EF geschnitten, so 
entstehen 8 Winkel: 4 äussere 
<»i §! '!) ^ "fid 4 innere y, ö, e, f. 
Dieselben werden paarweise mit 
Namen belegt, 

a) Gegenwinkel: ein Süsse- " 
rer und ein innerer auf derselben ®' 
Seite der Schneidenden, z. B. a und e; y und &. 

b) Konjugierte Winkel: zwei äussere oder 
zwei innere auf derselben Seite der Schneidenden, z. B. 
a und &; y und «. 

c) Wechselwinkel: zwei äussere oder zwei 
innere auf verschiedenen Seiten der Schneidenden, z. B, 
a und ti, S und e. 

g 17. Parallele (jleradeu. 

1, Zwei Linien, die sich in ihrer ganzen Erstreckung 
nicht schneiden, heissen parallel ( |] ). 

2. Grundsatz. Durch einen Punkt ausserhalb einer 
Geraden läast sich zu dieser nur eine Parallele ziehen. 
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3. Aus diesem G-mndsatz ergiebt sich durch eia 
indirektes Beweis^erfahrei : a) Zwei Geraden, die einer 
dritten parallel sind, liegen auch unter sich parallel, 
b) Schneidet eine Gerade die eine von zwei Parallelen, 
so trifft sie auch die andere. 

§ 18. Hanptsätze von den Pariillelen. 

1. Werden die beiden Linien DF und GE von 
HJ 30 geschnitten, dasa die Wechselwinkel a und ß 
gleich sind, so ist die ganze 
Figur für C, den Mittelpunkt 
P der AB, zentrisch symmetrisch. 
~ "Würden sich nun die Linien 
FD und EG in einem Punkte 
schneiden, so müsste ein Schnitt- 
-j puiikt auch auf der anderen 
Seite vorhanden sein, denn die 
Figur deckt nach einer Um- 
drehung ihre erste Lage, und 
die Gerade HJ trennt die Ebene voUständig in zwei 
Teile. Die beiden Geraden hätten demnach 2 Punkte 
gemeinsam, was nicht möglich ist. Mithin sind Punkte, 
die beiden Geraden gemeinsam seiq sollen, ausgeschlossen ; 
die Linien gehen parallel. Der soebei 
lautet ; 



gle 



3 We 



.gehe 



el. 



: ohige Figur in der "Weise entworfen, 
dass zwei Gegenwinkel, etwa ß und y gleich gross sind, 
so ist auch -^a^^ ß\ denn ^ a ^ j» als Scheitelwinkel und 
^ß = y nacii der Voraussetzung. Wenn aber -^ a ^ ß 
ist, so geht nach No. 1 dieses § DF|| GE, d. h. 

Werden zwei Geraden von einer dritten 
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unter gleichen Öegenwinkela geschnitten, 
so gehen die beiden Linien pai-allel. 

3, Ferner sei vorausgeaetat, dass die konjugierten 
"Winkel zur Summe 2 R haben. Z. B. in Figur 8 sei 
^ „ -j_ d = 2 E. Dazu kommt < d + ^ = 2 E, als 
Nebenwinkel. Mithin ist < a - ß. Demnach : 

Werden zwei Geraden von einerdritten 
unter supplementäreukonjugiertenWinkeln 



§ 19. Eelirsilt^e von de» Parallelen. 

Bei der folgenden Betrachtung seien zwei parallele 
gerade Linien angenomiaen, die von einer Geraden ge- 
schnitten werden. Es ISsst sich dann zeigen, dass die 
TTmkehrungeü der drei Sätze des vorigen Paragraphen 
richtig sind. 

1. Fig. 9. Gesetzt die Weschselw' 
seien nichtgleich. Aiadannläsat sich 
durch B die Gerade BB so legen, 
daaa < j. = a wiid. Nach § 18, 1 ■ 
muss nun B Ell CA sein. Nach 
der Voraussetzung ist jedoch auch 
BD||CÄ. Man hätte daher zwei 
Parallelen durch B zu CA, was 
nicht möglich ist. Der erhaltene 
Widerspruch kann nur durch die 
Annahme, dass -^ a — ß ist, gelöst werden; also ist 
folgender Satz richtig: 

Werden zwei Parallelen von einer Ge- 
raden geschnitten, so sind die Wechsel- 
winkel einander gleich. 

2. Es müssen aber auch die Gegenwinkel gleich 
gross sein. Da nämlich nach dem vorigen Beweis 
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-^ B = jj iat, uud weil -f (S = ^ ist als Solieitelw iakel 
so folgt -j; o = i5. In Worten : 

Werden zwei Parallelen von einerGeraden 
geschnitten, so sind je zwei Gegenwinkel gleich. 

3. Sclili esalich müssen je zwei konjugierte Winkel zur 
Summe 2 R habe». Denn es ist < e -|- ^ = 2 ß ala Neben. 
Winkel, ferner iat nach No, 1 dieses § <f. a := ß; folglich, 
.< e *+ a ^=2 E. Hieraus ergiebt aich der dritte Kehrsatz ; 

Werden zwei Parallelen von einer Ge- 
raden geschnitten, so sind je zwei kon- 
jugierte Winkel supplementär. 

§ 20. Der unendlich ferne Punkt. 

1. Zuaätze. a) Alle Lote auf einer Ge ale nd 
paraUel. b) Das Lot auf einer von zwei Pa allel n 
ist auch* auf der anderen senkrecht, c) \ n um 
Punkt lässt sich auf eine Gerade nur ein "L t fallen 

2. In § 17, 1 wurden parallele Geraden als 1 h d 
finiert, die sich nicht schneiden. Dieser Ansd u k 1 t 

sich durch einen ande tz u 

In Fig. 10 werde durch d n Punkt 
A die Gerade" AF gelegt welche 
die gegebene L m B schneidet 
Dreht man nun AF m bestimm 
tem Sinne um A so r ickt B auf 
L fort immer in weitere Ferne 
Der Pttidct B verschwindet sowie 
AFI L wird d h wenn AF mit 
der durch A zu L gezogenen Parallele A E zusammen 
fällt. Da es ferner nach dem PariUelisiom duich A zu 
L nur eine Parallele giebt, so muss bei fortgesetzter 
Drehung der AF über die Parallellage hinaus sofort wieder 
ein Schneiden mit L stattfinden und nach einer vollen 
Drehung der AF ist B zu seraem Ausgangsort zuröckge 
kehrt. Die Gerade AF schneidet die L sonach immer nur 
dann nicht, wenn sie parallel ist 
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Für manclie Untiisa.i,hingKn uiil Du Stellungen i*;! es 
vorteilhaft das Paiillelgehen zwt ei 0er iden nicht als 
Ausnahmelall lufzufvilirei sondern als besondeien Fall des 
Schneidens zu behandeln indem min ich so ausdruckt 
Zwei parallele Gei iden schneiden xichimUn 
endlichen. Da zwei Geraden sich immer nur in einem 
Punkt« treffen, so nimmt man auch für den Girenzfall der 
Parallellage konsequenter weise au, d^ss zwei Parallelen nur 
einen unendlich fernen Punkt haben. 

3. Aufgabe. Fig. 11. Durch 
den gegebenen Punkt Ä zu der J> a. ^ 

gegebene« Geraden EC die Pa- 
raüele zu ziehen. 

Lösung. Ziehe durch Ä eine 
die EC in B scliueidende Gerade -£■ 
und mache -^ DAB = ABC, SO "rig. u 

ist DA II EC. 

Bemerkung, Zar Konstruktion paralleler Geraden 
dienen das Lineal und der Winkel. 

§ 31. Gcschiclitltche Bemerkungen. 

Euklid gab in seinen Elementen dem Parallel- 
axioin. folgenden Wortlaut: ,Zwei gerade Linien, die 
von einer dritten geschnitten werden, so dasa die Summe 
zweier innorn konjugierten Winkel kleiner als 2 ß 
ist, treffen hinreichend verlängert auf eben der Seite 
zusammen." Dies ist das berühmt gewordene 11. Axiom 
unter den von ihm aufgezählten Grundsätzeu. Neuere 
TJntersuchuugen , insbesondere die von Fr. Klein, 
haben endgültig dargethan, dass der obige Satz nicht 
bewiesen werden kann. — Der Ausdruck „unendlich 
ferner Punkt" wurde zuerst von Desarguea 1630 und 
später 1687 von Newton gebraucht. Steiner sagt, 
„Parallele Geraden sind nach dem unendlich fernen 
Punkte gerichtet". 



Hosted by 



Google 



§ 22. Die Winkel im Dreiftck. 

1. Es soll untersucht werden, wie gross die Summe 
der Wiakel eines Dreieclss ist. Um diesen Zweck zu 
erreichen, legt maa — Figur 12 — 
:- durch die Spitze A zu BC die Pa- 
rallele AP. Hierauf findet sich 
<ß-T-a + S = '2B. nach § 19, 3; 
aber -<; i5 ^: j" als "We ch sei wink el an 
Parallelen, Daher ist < a + ^ + j- 
^ 2 ß: d. h. 



In jedem Dreieck i 
Winke] gleich 2 E. 

2. Folgerungen, a) Die I 
Winkel ist kleiner als 2 E. b) 
Dreiecks sind einer stumpf i 
spitz; oder einer ein rechter 
spita; oder alle drei spitz. 


st die 

Summe : 
Von de 

md die 
und die 


> Summe der 

zweier Dreiecks- 
m Wiükeln eines 
beiden anderen 
1 beiden anderen 




§ 23. Ausseiiwiiikel 


eines Dreiecks. 




1. 

facher 


Ein Aussenwinkel eine 
Beziehung zu gewissen 


is Dreiecks steht i 
Dreieckswiukeln. 


Man 



hat nämlich — Fig. 13 
-< Y -r ö ^ 2 E, sodann nach dem 
Satze des vorigen § ^ « -|- fl -|- 
y^^B.. Daher 4i S ^ a -\- ß. 
In Worten: 

"""" eines Dreiecks ist gleich 

■ r Summe der beiden von ihm getrennt 
sgenden Dreieckswiukel. 

2. Zusatz. Ein Äusseuwiakel ist grösser als jeder 
7 beiden von ihm getrennt liegenden Dreiecks winke!. 
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% 24. Einteilung iler Dreiecke. 

Die Dreiecke werden eingeteilt : 

1. Hinsichtlich der Winkel in r e c lit winklige 
und achiefwiDklige, und letztere wieder in stumpf- 
und spitzwinklige. Im rechtwinkligen Dreieck 
Leiasen die beiden Seiten, welche den rechten "Winkel 
einsohliesaen, Katheten, und die Seite, welche ihm 
gegenüberliegt, Hypotenuse. 

2. Hinsichtlich der Seiten in gleichseitige 
mit drei gleichen Seiten, gleichschenklige mit 
zwei gleichen Seiten und ungleichseitige, worin 
alle drei Seiteu unter sich ungleich sind. Die beiden 
gleichen Seiten eiaes gleich sohenkligen Dreiecks werden 
Schenkel, die dritte Seite Basis, Grundseite 
genannt. Zwei seiner Winkel liegen an der Basis, der 
dritte an der Spitze. 

Zusatz. Ein rechtwinkliges Dreieck kann auch 
gleichschenklig sein. 



g 35. Die Winkel eines Vielecks. 

Da die Winkel eioes Dreiecks eine unveränderliche 
Summe geben, so lässt sich dasselbe für die Winkel 
eines Vielecks vermuten. Zieht man. in einem Viereck 
eine Diagonale, welche das Viereck in zwei Dreiecke 
zerlegt, so ergieht sich, dass die Winke! des Vierecks 
4 H zusammen betragen. Um zu erfahren , welche 
Summe die Winkel eines n-Ecks liefern, zieht man von 
einet Ecke aus die sämtlichen Diagonalen. Durch die- 
selben wird das Vieleck ia (u — 2) Dreiecke zerlegt. 
Die Summe der Winkel dieser Dreiecke stimmt mit 
derjenigen des Polygones überein. Daher: 

Die Summe der Winkel e i n es j e den n-Ecks 
beträgt 2.(n— 2) E = (2 n— 4) R. 



Hosted by 



Google 



1. Gehen die Schenkel zweier Winkel paarweise gleich- 
gerichtet parallel, so sind die Winkel gleich. Ist jedoch 
ein Paar entgegengesetzt parallel , so siild die Winkel 
supplementär. 

2. Werden zwei parallele Linien von einer Geraden ge- 
schnitten, so entstehen 8 Winkel; einer derselben ist 56" 
17' 18". Wie gross sind die anderen und warnm? 

3. Zwei Punkte A und B sind zeiitrisoh symmetrisch 
für den Mittelpunkt ihrer Verbindungsstrecke. 

i. Zwei parallele Geraden sind zentrisch symmetrisch 
für den Mittelpunkt einer zwischen sie gelegten und von 
ihnen begrenzten Strecke. 

5. Sind A und B zentrisch symmetrisch in bezog auf 
C, so ist C die Mitte von AB. 

6. Sind zwei Geraden zentrisch symmetrisch für einen 
Funkt, so sind die Geraden parallel, und der Punkt ist die 
Mitte jeder durch ihn und zwischen sie gelegten und von 
ihnen begrenzten Strecke. 

7. Liegen A und B, ebenso C und D zentrisch sym- 
metrisch, 80 sind ÄC und BD homolog. 

8. Sind die Geraden L und L', ebenso G und G' zent- 
risch symmetrisch, so entspricht der Schnittpunkt (L, G) 
dem von (L', G'j, nnd es ist < (L, G) = (L', G'). 

9. Sind in Fig. 6 die Punkte A und B zentrisch sym- 
metrisch, ist ferner -^ a ^^ ß und AD = BE, so liegen 
auch D und E zentrisch symmetrisch. 

10. Mit Hilfe des vorigen Satzes eine gegebene Strecke 
zu halbieren. 

11. In jedem Dreieck ist ^ a — 2 R ~ {ß + y). 

12. Sind in einem rechtwinkligen Dreieck ß und y die 
spitzen Winkel, so ist<C3-]-7 = lE oder ^ ß = lR— y. 

13. Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln überein- 
stimmen, so sind anch die dritten Winkel einander gleich. 
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14. Die drei Aussenivinltel eines Dreiecks geben 4 R 
zur Summe, 

lö. Wie gross sind die Winkel eines Dreiecks, wenn 
sie sich wie 1:2:3 verhalten? 

16. Wie gross ist die Snmme der Anssenwinkel eines 
n.Ecks? 

17. Stehen die Schenkel eines Winkels senkrecht auf 
denen eines zweiten, so sind die Winkel einander gleich 
oder supplementär. 

18. Das Lot von der Spitze auf die Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks teilt dieses in zwei Dreiecke. Es 
ist zu zeigen, dass die drei Dreiecke einzeln verglichen 
gleiche Winkel haben. 



6. Kapitel. Axiale Symmett-ie. 
§ 37. Einführnng. 

1. Die Bewegung einer ebenen Figur um e 
die in ihrer Ebene liegt, um einen flachen 
Winkel (im Räume) heisst Um Wendung, 
ITmkUppung. 

2. Wenn man — Fig. U — die Strecke 
AB um das in ihrer Mitte auf ihr er- 
richtete Lot (Mi tteflot, Mittelsenkrechte) um- 
wendet, so fällt jeder der beiden Endpunkte 
in die Anfangslage des andern. Legt man 
durch A und B parallele Geraden zu dem 
Mittellot CD, so werden auch diese nach *'&■'*■ 
der Umkiappung ihre Lagen verlauscht haben, 

3. Macht der Winkel B Ä C — Fig. 15 — um seine 
Halbierungslinie AE eine Umklappung, so deckt jeder 
Schenkel die frühere Lage dea andern ; wenn ferner 
die Strecken AB und AC gleich sind, so vertauschen 
auch B und C ihre Lagen. 

4. Eine Figur (im weiteren Sinne des Wortes), welche 
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Fig. 15. 



TJmwendung ihre Anfangslage deckt, heiest 
symmetrisch in Bezug auf die 
DreKaxe. Zwei Stücke, die bei der 
IJmklappung ihre Lagen vertauachen, 
heiaaeu homolog, entsprechend, 

5. Homologe Stücke sind einaader 
gleich. 

6a. Zwei Puakte sind axial symmet- 
risch in Bezug auf das Mittellot der sie 
Strecke, 

ind axial syrametrisch hinsicht- 
lie eines von ihnen gebildeten 



i Punkte bezüglich einer Axe sym- 
■ ist die Axe das Mittellot der sie 



verhindeud 

6b. Zwei I 
lieh der Halbie 
Winkels. 

7a. "Wenn 
metrisch Hegen, 
verbindenden Strecke. (Bi 

7h. Wenn zwei Linien hinsichtlich einer Ase 
symmetrisch siad, so ist die Axe die Mediane des- 
jenigen von ihnen gebildeten Winkels, ia dem die Axe 
liegt. (Beweis!) 

8. Ein Kreis ist axial symmetrisch bezäglioh. eines 
Durchmessers, 

% 38. Beziehungen zwtscheu den Gegenstücken eines 
Dreiecks. 

1. Es sei — Fig. 16 — ABC ein Dreieck, indem 
AC>ABist. Denkt man sich 
den -$: A durch AE halbiert 
und A ABE um AE umge- 
klappt, so fällt AB längs AC 
und, da AC > AB ist, der 
Punkt B zwischen A und C 
nach F. Hierbei deckt < A B E 
den^AFE. Dacun<ABE 
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= AFE und < AFE > ACE ist als Aussenwinkel, so 
ist auch < ABB > ACE. Mithin: 

In jedem Dreieck liegt der grösseren 
Seite der grössere Winkel gegeaüher. 

2. Ea wäre jetzt zu untersuchen, ob die Umkehrung 
des soeben gefundenen Satsies richtig iat. Dem ent- 
sprechend ist 4; ß y y vorausgesetzt. Wiederum sei 
AE die Mediane des < BAC. Es ist nun -?; J = e 
und </?>;') daher ^^ S + ß y e + y, folglich 4; i, < * 
(Supplemente). Wird jetzt A ABE um AE umge- 
klappt, so niuss BE in den Winkel AEC fallen; weil 
aher dabei AB längs AG zu liegen kommt, so deckt 
B einen Punkt zwischen A und C, oder es ist AB < 
AC. In Worten: 

In jedem Dreieck liegt dem grösseren 
Winkel auch die grössere Seite gegenüber. 

3. Zusätze, a) Im rechtwinkligen Dreieck ist die 
Hypotenuse grösser als jede der beiden Katheten, 
b) Dem stumpfen Winkel liegt im Dreieck die grösste 
Seite gegenüber, 

4. Verlängert man in dem A ABC die Seite BA 
umAChisEundziehtEC, 3oist<C AEO = <ACB; 
mithin < BCE > < BEC. Naeh dem Lehrsatz Ko.2 
in diesem Paragraphen ist daher in dem A ^CJE die 
Seite BE > B C, d. h. AB + AC> BC. In Worten: In 
jedem Dreieck ist die Summe aweierSeiten 
grösser als die dritte. 

5. Da nach No. 4 dieses § b -|- c > a ist, so er- 
giebt sich durch Subtraktion b > a — c. In Worten: 

In jedem Dreieck ist eine Seite grösser 
als die Differenz der beiden anderen. 

§99. Das gleichschenklige und das gleichseitige Dreieck. 

Ana den Sätzen 1 und 2 des vorigen Paragraphen 
ergiebt sich : 
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1. Im 



die 



gl. 
ff inkel 



schenkli, 



Dr 



eck 



ind 



gle 



2. Sind 



1 einem Dreieck zwei Winkel 
es gleichschenklig, 
a) Die Basiswinkel eines gleichschenk- 
ligen Dreiecks können aur spitz sein, b) Im gleich- 
seitigen Dreieck sind alle "Winkel einander gleich und 
jeder ist gleich 60°. c) Ein gleichwinkliges Dreieck 
ist auch gleichseitig, d) Im gleichschenklig recht- 
winkligen Dreieck ist jeder Winkel an der Basis gleich 
45°. e) Der Aussenwinkel an der Spitze eines gleichschenk- 
ligen Dreiecks ist doppelt so gross als ein Basiswinkel, 
4. Ist in Fig. 17 AD die Mediane des Winkels 
an der Spitze des gleichschenkligen 
Dreiecks ABC, so ist dasselbe, da 
-K o' ^ a" und AB =AC ist, hin- 
sichtlich AD symmetrisch. Hieraus 
folgt BD = D C und < ö = E. Weil 
aber ■< d -j- e ^ 2 It ist, so kommt 
< d ^ s ^ 1 R; d. h. 

In je dem gleichschenkligen 
Dreieck halbiert die Mediane 
des Winkels an der Spitze 
Fie"i7 die Grundseite and steht auf 

ihr senkrecht. 
Somit fallen in eine Linie zusammen : die Mediane 
des Winkels au der Spitze, die Höhe und Transversale 
auf die Grundseite wie auch das Mittellot auf derselben. 
Mithin kommen einer jeden die Eigenschaften der andern 
zu. (§ 34, Nr. 14.) 

§ 30. Entfernung eines Punktes TOn einer Geraden. 

In diesem Paragraphen sollen die Längen der 
Strecken miteinander verglichen werden, die man von 
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einem Punkte A nacli 
einer Geraden L — 
Fig. 18 — legen kann. 
1. Ist AB IL und 
AC irgend 
Strecke, so 

§28, 3 a) AB < AC 
sein. D. h. DasLot 



st di. 




aPunkt 



I kan 



i Punktes ■ 



Die Entfernuoj 
einer Geraden wird durch daa Lot gemessen. 

2. Sind ferner AC, AD zwei schiefe Strecken 
solcher Lage, das BC = BD ist, so ergiebt sicli, < 
A ACD symmetrisch zur Äxe AB ist. Mithin 
:= AD. In Worten; 

Zwei sohiefeStreckensind gleich, w. 
ihre Endpunkte von dem Fusspunkte 
Lotes gleich weit entfernt sind. 

3. Schliesslich werde A F so gelegt, dass B F > 
ist. Da -j; Y jedenfalls ein spitzer ist, so wird de; 
Nehenwiakel ä stumpf sein. Folglich ist 
A AFC nach § 28, 3 AF > AC. D. b. 

Von zwei schiefen Strecken ist di 
diegrÖ8sere,derenEndpuaktvomFuE 
des Lotes weiter entfernt ist. 



BC 



g 31. Das Mittellot und die Winke llialbi er ende als 
geometrische Oerter. 

1. Ist iu Fig. 19 GH das Mittellot auf AB, so 
ist sowohl EA = EB als auch JA ^ JB u. s. w., 
d. h. alle Punkte des Mittellots haben von A und B 
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gleiche Entfernungen ; und weil kein 
anderer Punkt der Ebene diese ~ 
diuguDg erfüllt {aiehe TJebung § 34, 
No. 20), so hat man: Der geon 
trisohe Ort eines Punkt 

tengleicheEutfernungenhat 
ist das Mittellot auf d 
biudungsstrecke der beiden 
Punkte. 

■2. Fällt mau — Fig. 20 — von 
einem beliehigen Punkte B der Wia- 
kelhalbierenden AB des 4:11 AC die 
Lote auf die Schenkel, so ergiebt 
sich ein Viereek, das hinsichtlich der 
Ase AB syranietrisoh ist. Folglich 
BC ^ BD, oder irgend ein Punkt 
der Mediane hat von den Sohenkein 
des Winkels gleiche Entfernungen. 
Die Umkehr ung dieses Satzes ist 
auch richtig (siehe üehung § 34, 
No. 21). Demnach: 



che Ort e 



nkte 



Winkels 



.le 



Zwei merkwürdige Punkte im Dreieck. 



1. Die Mittellote — Fig, 21 


-auf den Seiten AB 


und BC eines Dreiecks schneide 


Q sich in 0. Da nun 


OA = OB und OB = 00 ist. 


so folgt auch OA — 


OC. Daher liegt nach § 31, 


l auf der Mittel- 



senkrechten der Seite AO. la "Worten: 
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JMittellote dei 



Ecken gleichweit ent- 
fernt ist. 

2. Das gleiche Verfahren ^ 
liefert denfolgendenSatz: Die "^- ^'■ 

drei Medianen der Winkel eines Dreiecka 
schneiden sich in einem Punkte, dervonden 
Seiten gleichweit entfernt ist. 

% 33. Anfgntieti. 

1. Auf der gegebenen Strecke A!B — Fig. 22 — 
das Mittellot zu errichten. 

Konstruktion. Beschreibe um 
A und B mit gleichen Iladien Kreise, 
welche sich in C und D Schneider 
C D, welche Linie das verlangte Lot ist. 

Bemerkang. Die Lösung dieser Auf- ' 
gäbe erledigt auch die weitere: die ge- 
gebene Strecke AB zu halbieren. 

2. Den gegebenen Winkel BAC 
— Fig. 23 — zu halbieren. 

Konstruktion. Trage auf den 
Schenkeln die gleichen Strecken 
AB ^ AC ab. Beschreibe ans 
B und C mit gleichen Eadien 
Kreisbögen , die sich in E 
schneiden. Die Gf-erade AE ist 
die gesuchte Mediane. 

3. Auf der gegebenen Ge- 
raden L — Fig. 24 — in dem 
gegebenen Punkte A das Lot zu errichten. 
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Konstruktion. Mache AB 
= AC und schlage aus B und 
C mit gleichen Radieu Kreis- 
bögen, die sich in E schneiden. 
Die Gerade AE ist das ge- 
suckte Lot. 

4. Von dem gegebenen Punkt 
A — Fig. 25 — auf die gegebene 
Gerade L das Lot zu fällen, 

Konstruktion. Besckreibe um 
A einen Kreis, der L in B und C 
sclineidet. Um B und C zeichne mit 
gleichen Kadien Bögen, die sich 
in E treffen. AE ist das ver- 
langte Lot. 

5. Den gegebenen rechten Win- 
kel ABC — Fig, 26 — in drei 
gleiche Teile zu feilen, zu trise- 



Konstruktion, 

B einen Kreis, welcher die Schenkel 

in A und C schneidet. Lege in den 

Quadranten die Sehnen AE undCF 

gleich dem Badiua des Kreises. Ziehe 

.BEundBF DieaeLinientrisezieren 

den Winkel — Ura die Kichtigkeit der 

Konstiuktion einzusehen beobachte 

ind B G F gleichseitige Dreiecke sind. 

g 34. Uebuttgen. 

1 Sind die Endpunkte zweier Strecken paarweise 

axiil sjmmetrisch so sind die Strecken emmder gleich. 

2 Sind die Scher kpl zw eier % inkel p^^i weise axial 
symmetrisch so sind di« Winkel glcicli 

3 Emen Wmkel von lo° Ton 17 i° au konstruieren. 




Flg. se, 
, dass ABE i 
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4. Einen gestreckten Winkel zu triseaieren. 

5. Ist in A ABC die Seite AB — AC und verlängert 
man ß A bis E um A C , so ist die Verbindungslinie 
EC J_ BC. 

6. Auf der Strecke AB in ihrem Endpunkte B das Lot 
zu errichten. 

7. In einem gleichschenkligen Dreieck sei ein Basis- 
winkel das Doppelte des Winkels an der Spitze. Wie gross 
ist jeder? Was für Dreiecke entstehen durch Halbieren des 
Basiswinkels ? 

8. Ist in dem rechtwinkligen A ABC der spitze -4^ B 
die Hälfte des anderen spitzen -^ C, so ist die Hypotenuse 
BC = 2 . CA. Trifft das Mittellot auf der Hypotenuse diese 
in D, die AB in E und die verlängerte CA in F, so ist 
BE ^ 2EAi ferner EF — 2 ■ DE und AF = CA. 

9. Eine gegebene Strecke in 4 gleiche Teile zu zerlegen. 
In wieviele gleiche Teile lässt sich jede Strecke durcTi fort- 
gesetztes Halbieren üerlegen? 

10. Der geometrische Ort eines Punktes, der von zwei 
Parallelen gleiche Entfernungen hat, ist die Parallele in 
mittlerer Entfernung. 

11. Auf der gegebenen Geraden L den Punkt zu finden, 
der a) von zwei Punkten , b) von den Schenkeln eines 
Winkels, c) von zwei parallelen Linien gleiche Entfer- 
nungen hat. 

12. Den Punkt zu finden, der von drei gegebenen 
Punkten gleiche Entfernungen hat. 

13. Den Punkt zu finden, der von drei gegebenen Geraden 
gleiche Entfernungen tat. Wieviele solcher Punkte giebt es ? 

14. Die Lote, welche man von den Ecken eines Drei- 
ecks auf die Gegenseiten fällen kann, heissen die Höhen 
des Dreiecks. Die Verbindungslinien der Ecken eines Drei- 
ecks mit den Mitten der Gegenseiten werden die Trans- 
versalen, Schwerhnien des Dreiecks genannt. In jedem 
Dreieck ist die Summe der Höhen kleiner als die Summe 
der Seiten. 

15. Liegt der Punkt D innerhalb des Dreiecks ABC 
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und wird er mit B und C verbunden, so ist a) DB -f- DC < 
AB + AC und b) < BDC > BÄC. 

16. Im gleichschenkligen Dreieck sind die Medianen der 
Basisninkel einander gleich. 

17. Im gleichseitigen Dreieck sind die Höhen einander 
gleich. 

18. Im A ABC sei b > c ; ferner AD _L BC. Klappt 
man A ABD um AD in die Lage DAE nm , so ist 

< EÄC = ^—y. 

19. Iia A ABC sei b > c, ferner lialbiere AD den 
-S BAC. Die ümklappung des A ABD am AD bringt 
dasselbe in die Lage AED. Beweise, daas 4; EBC = 
Va (ß-i) ist. 

20. Jeder Punkt, der nicht auf dem Mittellot der Strecke 
AB liegt, hat von A und B ■ungleiche Entfernungen. 

21. Jeder Punkt, der nicht auf der Mediane eines Win- 
kels liegt, hat von den Schenkeln ungleiche Entfernungen. 

22. Es seien A, B zwei Punkte auf derselben Seite der 
Geraden L, C ein Punkt auf L. Die Summe AC -|- BC 
wird ein Kleinstes , wenn die Strecken AC und BC mit L 
gleiche Winkel machen. — Anwendung in der Optik. — 

7. Kapitel. Kongruenz. 

g 35. Hilfssatz. 

1. Ist in Fig. 27 AD || BC, AB [| DC und ver- 
bindet man B mit D, dann ergiebt sieb ^^ a ^ ß^ 

< ä = y. Ist ferner die Mitte der BD, so zeigt 
sich, daas die ganze Figur 
für den Punkt zentrisch 
symmetrisch ist. Daraus 
folgt AD = BC und AB 
= DC. D. h. 

PoralleleStrecken 
zwischen parallelen 
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2. Dieser Satz lässt auch die folgende Umkehrung 
BU. Ist AD # BC (gleich und parallel), ao ist auch 
AB # DO. (Beweis !) 

§ 36. Parallely er Schiebung. 

1. Wenn in Fig. 28 AC und BD parallel gehen, 



L gleiche Winkel, 






bilden aie mit der Ger 
^ a = ß. Bewegt sich nun 

< ABD in der Weise in der 
Ebene, daas der Schenkel BÄ 
stets in L hleibi, ao lässt er 
sich mit < a zur Deckung 
bringen. Es fällt BD längs AO; ' 
ist zugleich die Strecke AC ~ 
BD, so lauen auch C und D 
zusamnien. Diese Bewegung 
wird Parallelverechieb- 
ung einer Figur (im weiteren 
Sinne) längs einer Geraden, Leitlia 

Ergänzt man die Figur in de 

< T = a und DE = CF macht, 
Parallelyerschiebung der Linienzug BDE den Zug ACF. 
Da nun AC # BD, ebenso CF # DE ist, so folgt unter 
Anwendung des § 35, 2, dass AB # CD # FE ist. D. h. 

Bei einer P aral 1 e Iversc h ie b u ng legen 
alle Punkte gleiche, unter sich und mit 
der Richtlinie parallele Strecken zurück. 

Femer: Bei einer Parallelverachiebung bleibt eine 
Strecke ihrer Anfangslage stets parallel; liegt die Strecke 
auf einer zur Eichtlinie parallelen Geraden, ao ver- 
schiebt sie sich in dieser Geraden. 

2. Stücke, welche durch Parallel Verschiebung zur 
Deckung gelangen, heissen homolog, entsprechend' 
Solche Stücke sind einander gleich. 



Flg. 28. 

I, Bjchtlinie genannt. 

ir Weise, dasa man 

deckt nach der 
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m Punkt D — Fig. 28 
verschieben, wenn L 



3. Aufgabe. Dea 

— um die Strecke a par 
die Ilichtliiiie ist. 

Konstruktion. Ziehe DG 1| L und mache sie 
gleich B ; dann ist C die gesuchte Lage des Punktes T), 

4. Aufgabe. Die gegebene Strecke DB — f ig. 28 

— um a zu verschieben, wenn L die Richtlinie ist. 

Konstruktion. Verschiebe nach voriger Aufgabe 
die Punkte D, E nach C bez. F, so ist CF die ge- 
suchte neue Lage. 

g 37. Dreliung um einen belieM^ grossen Winkel. 

1. Wird in Fig. 29 irgend ein Strahl OA um den 

-^ y in der Ebene gedreht, wodurch er in die Lage 

OB gebracht wird, 

gelangt einer aei- 

Puukte A nach 




FlE. 29, 

Strahl OA den Strahl 00 mit, so ij 
gemacht wird, OD dessen Endlage. 
~\- ß, -^ ß = a ist, so kommt auch •¥■ ip = 'f 
DOC. D. h. 

Bei einer Drehung legt jeder 
den Drehpunkt gezogeneStrabl de 
chen "Winkel zurück. 
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3. Um die Endlage Li der Geraden L zu bestim- 
men, kann mau zwei ilirer Punkte A, C «m den -^ f 
drehen, oder nur den einen Punkt A und zugleich be- 
rück sichtigen, dasa ■< ? — i5 sein muss. Alsdann hat 
man, wenn BO bis zum Schnitt mit L verlängert wird, 
< X = £ + J, ebenso -^ <p = e + ä- weil aber < ? 
= S ist, so ergiebt sich 4^ x = y. D. h. 

Bei der. Drehung einer Figur beschreibt 
jede Gerade den gleichen Winkel. 



4. Fällt man von dem Drehpunkte O — Fig. 30 
— auf die Gerade L das Lot OA, so kann sich bei 
der Drehung nach den obigen 
Erörterungen weder die Länge 
OA noch die Grösse des < « 
ändern, woraus iolgt: Der Ab- 
stand einer Geraden vom Mittel- 
punkt der Bewegung bleibt bei 
der Drehungunverändert. Diese 
Eigenschaft bietet ein einfaches 
Mittel dar, eine Gerade i 

§ 38. Drehung von Strecken und Winkeln. 

1. Aus den Eigenschaften des Mittellots und der 
"Winkelhalbierenden folgt : a) Der Punkt B kann zur 
Deckung mit einem anderen Punkte A gebracht werden, 
wenn man ihn um irgend einen Punkt des Mittellots 
der AB dreht, b) Die Gerade L kann mit einer sie 
schneidenden L' zur Deckung gebracht werden, wenn 
aie um irgend einen Punkt der Mediane eines des von 
L und L' gebildeten "Winkels gedreht wird. 
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2. Aufgabe. Die gegebene 
Strecke A'B' — Pig. 31 — durch 
Drebung mit der ihr gleichen 
nicht parallelen AB zur Deck- 
ung za hiiugen, 

Konstruktion, Verlängere 

AB und B'A' bis zu ihrem 

, Kchnitt iu E. Errichte auf 

Fig. 31. AA' das Mittellot und halbiere 

den < AEB'. Die Mediane 

trifft das Lot in C, dem gesuchten Drehpunkt. — Die 

Mediane kann man auch durch daa Mittellot auf BB' 

ersetzen. 

3. Aufgabe. Den gegebenen Winkel BAC — 
Eig. 32 — durch Drehung mit dem ihm gleichen, be- 
liebig liegenden B'A'C' zur Deckung zu, bringen. 

Konstruktion, Halbiere den 
< ADB' und errichtn auf AA' 
das Mitfellot, welches die Mediane 
in 0, dem gesuchten Drehpunkte, 
meidet. — Das MitteJIot kann 
ah durch die Halbierungslinie 
i < Ä'EC ersetzt werden. 
Bemerkung. Es kann notwendig 
iTig. S2. werden, den einen Winkel vor 

der Drehung um den einen seiner Schenkel umzu- 
klappen. 




§ 39. Kongruenz ier Dreiecke. 

1. Zwei Eiguren sind kongruent (^), i 
zur Deckung gebracht, vollständig in e 
fallen. Homolog, entsprechend heissen die- 
jenigen Stücke, die bei der Deckung aufeinander zu 
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liegen komraen. — Das Zeichen K rührt von Leibniz 
(1646—1716) her. 

2. Homologe Stücke sind einander gleich. 

3. Die Deckung zweier kongruenter Figuren kann 
durch TJni klappung, Farallelversohiehung und Drehung 
bewerkstelligt werden, und zwar kann eine dieser Be- 
wegungen ausreichen , oder es milsaen zwei nach ein- 
ander auagelührt werden. 

i. Zwischen den einzelnen Stücken einer Figur be- 
steht ein derartiger Zusammenhang, dass die Grösse 
einiger genügt, um die der ührigen zu ennittein. Die 
Anzahl der für eine Pigur notwendigen Stücke wird 
in der Lehre der Kongruenz angegeben. So sind, wie 
nachfolgende Sätze darthun, für die vollständige Be. 
Stimmung eines Dreiecks nur drei von einander unab- 
hängige Stücke erforderlich. Da ferner ia kongruenten 
Figuren die entsprechenden Stücke einander gleich 
sind, so wird die Kongruenz der Figuren zu einem 
vorzüglichen Hilfsmittel, 
Gleichheit von Strecken, l 
von Winkeln z 



§ 40. Erster Kongraeitzsatz. 

Zwei Dreiecke sind 
kongruent, wenn sie in 
zwei Seiten und dem von 
ihnen eingeschlossenen 
Winkel übereinstimmen. 

Beweis. — Fig. 33. — Ge- 
geben sind die Dreiecke ABC, 
A'B'C, in denen B'C = BC, 
B'A' ^ BA, <C B' ^ B ist. *"is. si. 

Durch die in § 39, 3 aufgeführten Bewegungen, 
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durch DrehuQg um mit uach folgend er TJmklappung, 
läaat sich B'C mit BC und zwar B' mit B, C mit C 
zur Deckung bringen. Do ferner ^ B' = B ist, so 
fällt B'A' längs BA und weil B'A' ^ BA iat, so decken 
sich auch die Endpunkte A' und A. Es Jiegt nun 
C auf 0, A' auf A, mithin decken sich auch die Seiten 
A'C und AC. Daher ist A ABC ^ A'B'C. 

Bemerkung, Die in § 40 — 43 angeführten 
sollen mittelst Pauspapiers ausgeführt werden. 

% 41. Zweiter Eougruenzsatz. 

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn 
sie in einer Seite und zwei Winkeln über- 
einstimme n. 

Beweis. — Fig. 34. — Gegeben sind die Dreiecke 

^ ABC und A'B'C, in welchen 

B'C = BC, -^ B- = E, < C = 

C ist. Durch die in § 39, 3 an- 

a Bewegungen, hier durch 

ung um 0, kann B'C mit 

md zwar B' mit B, C mit 

C zur Deckung gebracht werden. 

Da nua <C B' ^ B und < C' = C 

ist, so fällt B'A' in die Richtung 

BA und CA' längs CA. Zwei 

Geradea schneiden sich jedoch nur 

in einem Punkte. Mithin deckt 

^^K- 3*. auch A' den Punkt A. Die Drei- 

ecke sind kongruent. 

Bemerkung. Würde vorausgesetzt, dass ^ B' = B, 
■< A' — A ist, 80 wäre doch auch -f: C = C. 
§ 42. Dritter Eongruenzsatz. 
ZweiDreieckesindkongruent, wenn sie 
is den drei Seiten übereinstimmen. 
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i. — - I"ig. 35. — Es ist vorausgesetzt, i 



in dea Dreiecken Ä B C und A' B' C Seite B' C = E C, 


C'A' = CA, A'B' = 




AB ist. Durch die 


^A- 


in § 39, 3 Angeführ- 


Sr-'-''7\ 


ten Bewegungen, hier 


AT / \ 


durch ParallelTer- 




^ n/ ^c 


sohiebung längs CC 




und nachfolgende TTm- ^ 




)ir^ 


klapp ung, bringe man 




/ 


das Dreieck A'B'C 


\^ 


J 


ia die Lage BCD 




/ 


und Bwar so, dass B' 


%».=. 


auf B und C auf C 


Mit. Ziehe alsdann AE 


, Da nach der Voraus setz ung 


B'A'=BA und ausserdem B'A'— BD ist, so er- 


giebt sich zunächst BA 


— BD und daraus < d = f . 


Ebenso findet mao < 


= n- Die Addition liefert 


< A = D. Dann aber 


sind die Dreiecke ABC und 


BCD, folglich auch die 


Dreiecke ABO und A'B'C 


kongruent. 




g 13. Vierter Kongmenzsatz. 


ZweiDreieokesi 


nd kongruent, wenn sie 


in zwei Seiten und 


dem C 


regenwinkel der 



1 Seite 



stini 



ABC 

<C' = 



uin 0, 

C mit 



eweis. — Fig. 36. — Gegeben sind die Dreiecke 
und Ä' E' C, in denen B' C = B C, B' A' = B A, 
= 0, AB > BC, A'B' > B'C ist. Durch die in 
3 angeführte Bewegungen, hier durch Drehung 
bringe man B' C mit B C «nd zwar B' mit E, 
Deckung. Da ferner -^ C' ^= C ist, bo 
C A' längs C A fallen und A' auf A, wie 
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sich durch ein indirektes 
Verfahren darthun läast. 
Wäre Bämlich AC > 
A' C, so fällt A' auf K, 
wenn C K = C Ä' ge- 
macht wird. Nun ist 
ABCK2äB'C'A',wo- 
rausBK = B'A'foIgt. Es 
ist aber auch B A ^^B' A', 
somit ist BA ^^ B K, 
daher < et = J. Auf 
Gruud des § 23, 2 ist 
■^^S > y, mithin auch < a 
> y, was nach § 28, 2 
56, "' E C > B A zur Folge hat. 

1 widerspricht der Voraussetzung; es 
i Annahme A C > A' C nicht richtig 
sein. In gleicher Weise führt die Annahme A C < A' C 
auf einen Widerspruch. Also ist AC = A'C und 
damit A ABO ^ A'B'C. 




Ei 



§ 44. Aufgrabet 

e Figur a 



ftber das Dreieck. 

□ en Stücken ko as tr 



heisst eine Figur herateilen, die einer andera kongru- 
ent ist, welche die gegebenes Stücke enthält. Die kon- 
struierte Figur liefert zugleich die Grösse der übrigen 
Stücke. 

1. Ein Dreieck aus zwei Seiten und dem einge- 
schlossenen Winkel zu konstruieren. 

2. Ein Dreieck aus einer Seite und den beiden 
anliegen dea Winkeln zu konstruieren. 

3. Ein Dreieck aus einer Seite, einem anliegenden 
und dem gegenüberliegenden Winkel zu konstruieren. 

4. Ein Dreieck aus den drei Seiten zu konstruieren. 
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5. Eitt Dreieck aua zwei Seiten und dem Gegen- 
winkel der grösseren Seite zu konstruieren. 

6, Bin Dreieck aus zwei Seiten und dem Gegen- 
winkel der kleiDeren Seite zn konstruieren. 

Bemerkungen. Die Lögungen dieser Aufgaben sind 
einfacli. Die Konstruktion der letzten Aufgabe liefert 
zwei nicht kongruente Dreiecke, die beide den ge- 
steUten Bedingungen genügen. 

§ 45. Bezeichnung der Höhen, Transversalen etc. 
eines Dreiecks. 

1. Die Höhen von den Ecke» A, B, C eines Drei- 
ecks werden der Eeihe nach mit ha, ht, hc bezeichnet. 

2. Die Transversalen von den Ecken A^ B, C 
eines Dreiecks bezeichnet man mit ta, tb, te. 

3. Die Medianen von den Ecken A, B, C eines 
Dreiecks werden mit Wa, Wb, Wc bezeichnet. 

4. Das Lot AD auf BC im Dreieck ABC teilt 
BC in die Abschnitte CD und BD, die mit p bez. q 
bezeichnet werden. 

5. Die Mediane AE auf B teilt diese in die 
Abschnitte CE und BE, die mit u bez. v bezeichnet 

§ 46. Uibunetn. 

1 Emen gegebenpn Kreis um die '^trecke s bei ge- 
gegebener RiLhtlime zu verschieben 

2 Einen gegebenen Kreis um den <r y zu drehen, 
wenn der Drehpunkt gegeben ist 

3 Zwei rechtwinklige Dreiecke "md km^racnt, wenn, 
sie ubereuistiinmen m a) den beiden Katheten b) einer 
K-ithete und einem Sj-itzen Winktl c) dti Hipotenuse und 
einem spitzen ftmkel d) der Hj{otci use und einer 
Kathete 

Mahler, Oeometrie. 4 



Hosted by 



Google 



50 

4. Konstmiere ein Dreieck aus a) einer Seite und 
einem anliegenden Winkel , b) zwei Seiten. WieTiele Drei- 
ecke erhält man in jedem Fall? 

5. a) Wemi zwei Dreiecke in einer Seite und einem an- 
liegenden Winkel übereinstimmen , so liegt dem grösseren 
der beiden anderen anliegenden Winkel auch die grössere 
Seite gegenüber; b) Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten 
übereinstimmen, so liegt dem grösseren eingeschlossenen 
Winkel anch die grössere Seite gegenüber und umgekehrt. 

6. In welcher Beziehang müssen die Seiten eines Drei- 
ecks stehen, damit sich ein Dreieck ans ihnen herstellen 
lässt? 

7. Unter welche Länge darf in § 44, 6 die kleinere 
Seite nicht herabsinken, wenn die Lösung möglich sein soll? 

8. Im rechtwinkligen Dreieck steht A an der Spitze 
des rechten Winkels. Konstruiere ein solches Dreieck aus b, c. 

9 Ebensoau a b 10 ansb y 11 insb ß ,12 aus a ß 
It Im gleichschenkligen Dreieck wird die Spitze mit 

A bezeichnet Konstmierc ein solches Dreieck aus a b 
14 Ebenso aus b (J 15 aus b a 16 aus a J 

17. aus a a 

18 Konstruiere ein gleichseitiges Dieietk iius a 

19 Em gleiL-hschenklig i echt winklig es Dreieck aus i 
zn konstruieren 

20 Ebenso ins h 

21 ^leTiele von einander unabhängige Stncke be 
stimmen ein gewthnhclieB Dieieck ein gle ch'chenkhge'! 
ein rechtwinkliges ein gleichse tiges e ngle chschenklig reiht 
winkl ges i 

22 In kongruenten Dreiecken "iind lie homologen 
Höhen Transveisalen Medianen einander gleich 

23 Ein Dreieck aus der Seite a der zu ihr gehörigen 
Höhe ha nnd der anf sie gezogenen Transrersale t,, zn 
konstruieren oder i aas a h.,, t^ 

24 ^ -»US c ha ta 2d ^ ins ha ta /? 'b ^^ ans 
c, wa a , 27 _i aus b ha wa 2>i __, aus a a hb 2 1 ^_ 
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30. Gleichsoheakligea A a^s a, ha. 31. Ebenso a 
ha. 32. Ebenso ans a, hb. 33. Ebenso aus ha, 
Si. Gleichseitiges Dreieck ans ha. 
3B. Gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck ans ha. 

s a + h, h-o, c; 39. A ans p, q, ä + c; 40.' A " 



8. Kapitel. Das Parallelogramm nnd das 
Trapez. 

§ 47. Sätze Über das Farallelogramin. 

1. Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel geben, 
heisBt ein Parallelogramm. 

2. Aus § 35 folgt: In jedem Parallelogramm 
sind die Gegenseiten einander gleich. 

3. Zusätze, a) Sind in einem Parallelogramm zwei 
anstossende Seiten gleich, so sind alJe vier gleich gross, 
b) Alle senkrechten Strecken zwischen zwei Parallelen 
Bind einander gleich ; oder zwei Parallelen haben überall 
gleichen Abstand. 

4. — Pig. 37. — Da ^ a + ^ 
— 2 R ist, und ebenso < ß + y 
=; 2 ß, so ergiebt sich -f. c 
und analog ^ ß r=6. D. h. 

In jedem Parallel 
sind die gegenüberli 
Winke! einander gleich. ^'s. 37. 

5. Zusatz. Ist in einem Parallelogramm ein Winkel 
ein rechter, so sind es alle. 

6. "Werden in Fig. 37 die beiden Diagonalen ge- 
zogen, so lässt sich zeigen, dass die beiden Dreiecke 
BGB und AED kongruent sind. Hieraus folgt BE 
= DE. OE = AB. Ta Worten: 
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In jedem Parallelogramm halbieren die 
.gonalen einander. 

Frage. Durch welche Bewegung bringt man die 
.den Dreiecke zur Deckung? 

7. Jedes Parallelogramm ist für den Schnittpunkt 
ner Diagonalen zentrisch symmetriach. 

8. Zieht man — Fig. 38 
daroh den Mittelpunkt E 
der Diagonale AC des Pa- 
rallelogramms ABCD die 
Parallele mit B C, welche 
AB inF, CD in G schneU 
Fig. 33, det, so fällt nach einer Um- 

drehung um E die Strecke AP auf CO. Demnach 
iat AF=:CG-. Es ist aber auch nach Satz 2 
dieses Paragraphen A P = D G, Hieraus folgt C G = 
GD und entsprechend BF = FÄ. 

Ferner decken sich nach der Umdrehung auch die 
StreckenPE undEG; folglich iatFE = EG. Weiter 
iat FG = BC, somit EF^^'/aBC- Werden diese 
Ergebnisse in der Weise ausgesprochen, dass man nur 
das Dreieck ABC berücksichtigt, so erhält man die 
Sätze : 

Zieht man in einem Dreieck durch die 
Mitte einer Seite die Parallele zu einer 
zweiten, so wird auch die dritte Seite hal- 
biert. Die in das Dreieck fallende Strecke 
der Parallele ist die Half te der zweiten Seite. 
9. Die Linie EP heisat die Mittelparallele 
des Dreiecks ABC. 

% 48. Eehrsätze. 

Die Lehrsätze des vorigen Paragraphen lassen sich 
umkehren, wodurch man zu folgenden Sätzen gelangt : 
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1. Ein Viereck iat ein Parallelogramm, wenn zwei- 
mal zwei Gegenseiten gleich sind; oder wenn einmal 
zwei Gegenseiten gleich und parallel sind; oder wenn 
zweimal zwei gegenüberliegende Winkel gleich sind ; 
oder wenn die heiden Diagonalen einander halbieren. 

2. Die Verbindungsstrecke der Mitten zweier Seiten 
eines Dreiecks ist der dritten Seite parallel und die 
Hälfte dieser. 

Beweise diese Sätze 1 

3. Zusatz. Haben zwei Punkte einer Geradan Ton 
einer zweiten gleichen Abstand, so sind die Geraden 
parallel. 

4. Der geometrische Ort eines Punktes, 
der von einer gegebenen Geraden den un- 
veränderlichen Abstand a, hat, besteht aus 
zwei Parallelen zu dieser Geraden im Ab- 
stände a. 

% i9. Einteilnn^ der Faraltelo^ramme. 

Die Parallelogramme zerfallen hinsichtlich der 
Seiten in gleichseitige und ungleichseitige, hinsichtlich 
der Winkel in rechtwinklige und schiefwinklige. Im 
besonderen erhält man vier Arten: 

a) Das Quadrat, d. i, eiu gleichseiti 
Ijges Parallelogramm; 

b) Das Hechteck , d. i. ein 
winkliges Parallelogramm; 

o) Den Erbomhus, d. i. 

liges Parallelogramm; 
d) Das Rhomboid, d. i. ein i 

winkliges Parallelogramm, 



tig rechtwink- 
icbseitig recht- 
.tig schiefwlnk- 
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§ 50. Eigenscbafte 

1- Es seien - 




der gleichseitigen Farallelogritmme. 

Fig. 39 — AC und BD die Dia- 
Q gonalen iles gleichseitigen 
ParaUelogramma A B C D. 
Dieselben zerlegen die Figur 
in vier Dreiecke, von denen 
a. ß. ÄEB ^ AED (3. 
Kongruenzaatz). Hieraus 
ergiebt sich <t i! = ö ; ihre 
Summe iat jedoch 2 It, Aa^ 
her < 1? = ^ ^ 1 R, d. h, 
AO_LBD. Sodann ist < iJ ^ ? (Basiswinkel) und 
< B = f (Wechaelwinkel) ; folglich < a ~ e. In Worten : 
In jedem gleichseitigen Parallelogramm 
stehen die Diagonalen senkrecht aufein- 
ander und halbieren die "Winkel. 

Bemerkung. Durch welche Bewegung wird 
AAEE zur Deckung mit AED gebracht? 

2, Jedes gleichseitige Parallelogramm iat für jede 
der beiden Diagonalen axial symmetrisch, 

% 51. Eigenschaften der rechtwinkligen 
Farallelogrramme. 

1. Ist ABCD — Fig. 40 — ein rechtwinkliges 
P Parallelogramm, so läsat sieh die 
Kongruenz der beiden Dreiecke 
ABC, DGB darthun (1. Kon- 
gruenzaatz), folglich ist A C ^^ B D. 
~ h. In jedem rechtwiuk- 
enParallelogramm sind 
»Diagonalen gleich lang. 
Bemerkung. Zieht man durch 
AB, ao kann man die oben an- 




Fie. 40. 
E die Parallele : 
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geführtes Dreiecke durch Umwenden um diese Gerade 
zur Deckung bringen. 

2. Jedes rechtwinklige Parallelogramm hat zwei 
SymmetrieachseD , nämlich die durch den Schnittpunkt 
der Diagonalen zu den Seiten gezogenen Parallelen. 

§ 52. Eonstrnlctioii der Fftrallelog ramme. 

Die einfacheren, hierher gehörigen Aufgaben wer- 
den in der Weise gelöst, dass man zunächst eines der 
Dreiecke konstrniert , in welche das Parallelogramm 
durch die Diagonalen zerlegt wird. Z, B, — Fig. 37 — 
A ABO oder A BCE. Im ersteren Falle zieht man 
hierauf CD |1 BA und AD || BC; im anderen Falle 
verlängert man BE um sich selbst bis D und ebenso 
CE bis A. Das Grunddreieck ABC ist beim Uhom- 
boid ungleichseitig, beim Rechteck rechtwinklig , beim 
Hhombus gleichschenklig, beim Quadrat gleichschenklig 
rechtwinklig. Demnach erfordert die Konstruktion des 
Ehomboids 3, des Bechtecks 2, des Ehomhua 2 von 
einander unabhängige Stücke, während das Quadrat zu 
seiner Herstellung eine Strecke erheischt. 

§ 53. Sätze ttiter das Trapez. 

1. Ein Viereck heisst Trapez, wenn ein Paar 
Gegenseiten parallel ist. Diese Linien werden Grund- 
seiten, ihr Abstand H ö h e ga ~ 
anderen Gegenseiten heissen Nebi 
gemeinen sind dieselben ungleich ; ii 
sie gleich sein, ohne parallel zu 1 
das Trapez gleichschenklig, 

2. In dem Trapez ABCD - 
die Mitte der AB, ferner EF | 
sollen die Eigenschaften dieser wichtigen Linie, der 



annt. 


Dii 


i beiden 


nsei 


teil. 


Im all. 


besondere 


n können 


egen. 


Dai 


an heiast 


■Pig. 


. 41 . 


— sei E 


BC 


gezogen. Es 
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Mittelparallele, erforscht 
werden. Zur Ermchuug dea ge- 
nannten Zweckes zerlege man durch 
DH II AB die Figur in das Pa- 
rallelogramm A B H D und daa 
A DHC. Weil AE^^EB ist, 
Bo erhält man auch DG = GH. 
Nach § 47, 8 ist dann D F = P C. 
In "Worten; 
Zieht man im Trapez durch die Mitte einer 

Nehenaeite die Parallele mit den Grund- 

seiteü, ao wird auch die andere Nebenaeite 

halbiert. 

Des weiteren ist E F = E G + G F = A D + ';, H C 

_ 2AD + HC AD + BH+HC AD + BC 




D. h. Die Mittelp 



allele 



aus den beide 



zahl gleicher Teile, i 



% 54. Teilung einer Strecke. 

Aufgabe. Die gegebene Strecke AB in eine An- 
~ " , B. fünf, zu teilen, 

Koustruktion. — Eig. 42. 
— Ziehe durch A die Gerad e AC, 
trage auf ihr 5 gleiche Strecken 
AD ^ DE ^ EF =FG = 
GH ab; verbinde H mit B. 
Hierauf lege durch D, E, P, 
G Linien parallel HB, welche 
die AB in den verlangten 
' Teilpunkten J, K, L, M 

Ea ist DJ die Mittelparallele des Drei- 




ßig J2, 
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ecks AEK, daher nach § 47, 8 ist AJ = JK. I'erner 
ist EK die Mittelparallele des Trapezes DJLF, folg- 
lich nacli § 53 JK = KL. Analog findet man auch 
KL = LM = MB; mithin ist AJ = JK ^ KL = 
LM^MB. 



§ 55. Das gleichscbenklige Trapez. 

1. Um die Eigen anhaften dieses Trapezes kennen 
zu lernen, wird ea — Fig. 43 — 
durch AB || D C in ein Dreieck 
und ein ParaUelogramm aer- 
schnitten. Nua ist A E = D C 
(Gegenseiten); aber nach Vor- 
aussetzung ist A B = D C, da- 
her AB — AE, was -^ ß = £~ 
zur Folge hat. Ferner ist 
-^ e =^ j- (Gegenwinkel), somit ■< ß 
-*: A=:D; d. h. 




; y und entspreohead 



n 


jed.. 


n gl. ich! 


iiiheiiklig.il Tro 


W 


inkel 


1 .n der 


..Ib.n arundli 



ander gleich. 

2. Eine andere Eigenschaft wird erhalten, wenn 
man die Diagonalen AC und BD zieht, wodurch die 
kongruenten Dreiecke ABC und DGB (1. Kongruenz- 
satz) eatatehen. Diese Verwandtschaft liefert das Er- 
gebnis AC = BD, wie auch <t ACB = DBC, wo- 
raus CK=^BK und KA^KD folgt. In "Wortea: 
In jedem gleichschenkligen Trapez sind die 
Diagonalen, deren untere bez. obere Ab- 

Frage. Wie bringt mau A AB C mit DGB zur 
Deckung? 

3. Das gleichschenklige Trapez hat das Lot, wel- 
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ehes man aus dem Schnittpuukt der Diagonalea auf 
die Grundseiten fällt, zur Symmetrieaciise. 

g 56. Konstraktlon der Trapeze. 

Um die einfachereu Aufgaben zu losen, denke man 
sich das Trapez durch eine Diagonale in zwei Dreiecke 
zerlegt. Diese kouatruiert man nacli einander. Gute 
Dienste leistet ferner die durch eine Ecke zu einer 
Nehenseite paraUel gezogene Linie, wodurch das Trapez 
in ein Dreieck und ein Farallelograram geteilt wird. 
Die Konstruktion des gemeinen Trapezea erfordert vier, 
die des gleichschenkligen drei von einander unabhängige 
Stücke. 

g 57. üebnngen. 
Beaeioknnng. Im Viereck A B C D werden A E, E C, C D, 
DA, AC and BD mit a, b, c, d, o, f bezeichnet; -C A, 
B, C, D mit a, ß, y, S; der Winkel, unter dem sich die 
Diagonalen schneiden, mit «. Im Trapez isind BC, AD 
die Ömndseiten. 

1. Ein Parallelogramm ist gleichseitig , wenn die Dia- 
gonalen senkrecht auf einander stehen. 

2. Ein Parallelogramm ist gleichseitig, wenn ein Winkel 
Ton der betreffenden Diagonale halbiert wird. 

3. Ein Parallelogramm ist rechtwinkhg, wenn die Dia- 
gonalen gleich lang sind. 

4. Im rechtwinkligen Dreieck ist die Transversale nach 
der Hypotenuse die Hälfte dieser. 

5. Ein Parallelogranmi ist ein Quadrat , wenn die Dia- 
gonalen auf einander senkrecht stehen und einander gleich 
sind; 6. oder wenn die Diagonalen einander gleich sind 
und ein Winkel von der betreffenden Diagonale halbiert 
wird. 

7. Die Verbindungslinie der Mitten der Nebenseiten 
eines Trapezes ist den Grundseiten parallel. 

8. Die Geraden , welche durch die Ecken A, E, C des 
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A ABC parallel den Gegenseiten gelegt werden, bilden 
ein Dreieck, dessen Seiten in A, B, C halbiert sind. 

9. Die Höhen eines Dreiecks scbneiden sich in einem 
Punkt. — Mit Hilfe von No, 8 — Der Höhensohnittpunkt 
ist der dritte merkwürdige Punkt des Dreiecks. 

10. Die Mitten der Seiten und der beiden Diagonalen 
eines Vierecks sind die Ecken von drei Parallelogrammen, 
die denselben Mittelpunkt haben. 

10a. Schneidet man auf den Seiten des Parallelogramms 
ABCD die gleichen Strecken AE = BF = CG = DH 
ab so ist tFÖH ebenfalls em Ptrillelogramra 

11 Die Mitten der Seiten eines Rhombus smd die 
Ecken eines Rechtecks 

12 Wie heis^t dei entsprechende toita für das Rechteck 
Quadrat' 

13 Zwischen zwei Parallelen ist eine Strecke gelegt 
Die Figur wird um 90° um einen Punkt der Mittclparallelen 
gedreht Wekhen Satz gewmnt man auf diese Weise 

14 Em Quadrat zu konstruieren dessen Se ten durch 
vier gegebene Punkte gehen 

15 \i eichen Sitz erhält nnn aus No 13 wenn um 
den Winkel a gedrel t wird •■ 

1*1 Einen Ehombus zu konstruieren von dem em 
Winkel gegeben ist und dessen leiten durch vier j,egel ene 
Punkte gehen aollen 

17 Parallelogramm aus a b |S 18 aus a I e 
19 aus e f £ 20 aus b f t 

21 Rhombus aus e t, 22 lus a a 33 lus ■» e 

34 Rechteck aus ab 2o aus a f 26 aus f e 
27 aus a e 

28 Quadrat aus a 29 aus J 30 aus dem Umfang 
Sl Trapez aus a b c jS 32 j,us a b d a 3d aus 
b c e f 34 aus a b c d 

35 Gleichschenkliges Trapez aus a b yJ 3b aus a b e, 
37 ans a b i 

38 \ieieck aus a b c 1 e ^9 aus a b d e f 
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43 Duroll den Punkt A 7U L mit Hilfe eines Rhcnolins 
die Parallele zu konstruieren 

44 Zwisolien die Schenkel des gegebenen -< A die 
Strecke XY = b und || L zu legen. 

45 fiegeben L || L' und der Punkt A Durch A eine 
die L in X , die L' m Y schneidende Linie so zn ziehen, 
dass XY = s werde. 

46. Gegeben die Geraden L nnd L'. Gesucht wird 
der Punkt, welcher von L die Entfernung a, von L' die 
Entfernung b hat. 

47. Gegeben die Gerade L nnd der Punkt P, Gesucht 
wird der Punkt, welcher von L und P die Entfernung a 
bez. b hat. 

48. Den Mittelpunkt eines Parallelogramms zu finden 
dessen Ecken nicht zugänglich sind. 



9. Kapitel. Der Kreis. 
8 58. Kreis und Gerade. 

Vergleicht man den Abstand einer Geraden von 
dem Zentrum eines Kreises mit der Lange des Halb- 
mesaera, so ergeben sich unter Beiziehung der Sätze 
in § 30 die Thatsachen: 

a) Eine Gerade schneidet den Kreis nicht, wenn 
ihre Entfernung vom Zentrum grösser als der Radius ist, 

b) Eine Gerade schneidet den Kreis in zwei 
Punkten, wenn ihre Entfernuag vom Mittelpunkt kleiner 
als der Halbmesser ist; die beiden Schnittpunkte liegen 
für den zur Geraden senkrechten Durchmesser sym- 
metrisch. 

o) Eine Gerade hat mit dem Kreise nur einen 
Punkt gemein, wenn ihr Abstand vom Zentrum gleich 
dem Radius ist. Sie heisst Tangente, der gemein- 
same Pankt Berührungspunkt, der Halbmesser 
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ä 59. 



1. — Fig. 44. - 



Die Seline. 

Der Mittelpunkt C und die beiden 



gleich- 




Endpunkte A, B der Sehne AB bildi 
scbenkligea Dreieck. ITeljerträgt man 
auf dasselbe die iu | 8 und 29 ge- 
fandenen Beziehungen, so ergiebtsich 
Der EadUa, weicher einer 
Zentriwinkel halbiert, halbieri 
den dazu gehörigen Bogen 

steht senkrecht auf Ihr. 

Der Radius CE ist mithin Medi- 
ane, Hohe, Tranfcversale uni Mittellut 
Linien fallen in eine zusimmeu und deswegen kommen 
jeder die Eigenschaften der ubiigen zu Insbesondere 
ist zu bemerken dass das auf einer Sehne errichtete 
MitteUot durch das Zentium dea Kreiaea geht 

2 Der geometrische Oit des Mittelpunkts 
für alle Kr " " ' 

Punkte geh 
bindungssti 






, die dur 

st das Mittellot auf de 



§ 60. Der Kreis durch drei Punkte. 

Aufgabe. Den Kreis zu findea, der durch die S 
gegebenen Punkte A, B, C geht. 

Konstruktion, Verbinde die Punkte miteinander 
und errichte auf den Seiten des /\. AB G die Mittelsenk- 
rechten, Diese treffen sich in O, Beschreibe um. 
mit A den Kreis, welcher der gesuchte sein wird, 

Bemerkung. Drei Punkte, die nicht in einer Ge- 
raden liegen, bestimmen die Lage und die Grösse eines 
Kreises vollständig. Dieser Kreis heisst der dem 
AABC umbeschriebene; sein Radios wird mit r 
bezeichnet. 
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% «1. Gleiche Sehuen. 

von dem Zentrum E — Fig. 45 — 
die Lote EF und EK auf die glei- 
chen Sehnen AB und CD, zieht so- 
dann EA, ED, so sind dieAEAF, 
EKD kongruent (4. Kongruenzsatz). 
Daher ist EF^^EK. D. h. 



che Sehn 



and. 



Mittelpunkt gleichen Ab 

2. Durch welche Bewegung werdi 
die genannten Dreiecke 



3. "Wie lautet der Kehrsatz zu No. 1? Beweis! 

4. Mit Berücksichtigung des § 58 findet man noch : 
Alle gleichen Sehnen eines Kreises berühren einen 
konzentrischen Kreis. 

§ 62. Die Tangente. 

1. la § 58 ist diejenige Linie Tangente genannt 
worden, deren Abstand vom Zentrum des Kreisea dem 
Radius gleich ist. Hierbei muss das Lot, das den 
Abstand misat, mit dem Berühruugsradius zusammen- 
fallen. Mithin: Der Berühruugsradius steht auf 
cht. 
dem Umstände, dasa — Fig. 46 — die 
Linie OA durch das Zentrum und den 
Berührungspunkt geht und zur Tan- 
aenkrecht ist, ergiebt sich, dass 
folgende Geraden sich in eine ver- 
einigen müssen; a) Der Radius nach 
dem Berührungspunkt, b) das Lot 
Zentrum auf die Tangente, c) das 
Lot auf der Tangente im Berührungs- 
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3. Der geometrische Ort des Mittel- 
punktes aller Kreise, welche die gegebene 
Gerade L in dem gegebenen Punkte A be- 
rühren, ist das Lot auf L in A. 

4. Der geometrische Ort des Zentrum» 
allerKreise von konstantem Eadiua p, welche 
die gegebene Gerade L berühren, besteht 
aus den beiden Parallelen zu L im Ab- 
stände e. 

% 63. Konstruktion der Tangente. 

1. Aufgabe. An den gegebenen Kreis die Tan- 
gente au legen , wenn der Berührungspunkt A ge- 
geben ist. 

Konstruktion. — Fig. 46. — Ziehe OA und 
errichte in A auf Adas Lot BC; dieses ist die ver-. 
langte Tangente. 

2. Aufgabe. Von dem ausserhalb des gegebenen 
Kreises O — Fig. 47 — liegenden Punkt A die Tangente 
an denselben zu legen. 

Konstruktion, Be- 
schreibe um einen Kreis, 
dessen Radius das Doppelte 
von dem des gegebenen Krei- ' 
ees ist. Sodann schlage aus A | 
mit OA einen Kreisbogen, 1 
der den konzentrischen Kreis \ 
in D, E schneidet. Ziehe 
OD, DE. Diese Linien 
treuen den gegebenen Kreis 
in B, C. Verbinde A mit 




B und C, ; 
Tangenten. 



■ hat 1 



1 Geraden die verlai 



Nach § 59, list ABXOD, ACJ_OE, 
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mnas A B und i 
len Kreis sein. 



) AC Tangente ! 



3. In Fig. 47 Laben die Geraden AC und AB 
von gleichen Abstand, mithin ist das ganze Gebilde 
sjnunetriauh für die Achse A 0. Nach der Umklappuiig 
decken sich AC und AB, -J^ ß und a, -^ j? und ä 
gegenseitig. Daher ist AC = AB, -f; ß = a, ^ j. = j. 
D. b. a) Die von einem Punkte an einen Kreis ge- 
legten Tangenten sind gleich laug ; b) die Neutrale hal- 
biert den Winkel zwischen beiden Tangenten und den 
zwischen den Berührnngsradien. 

4. Der geometrische Ort des Mittel- 
punktes aller Kreise, die zwei gegebene Ge- 
raden berühren, besteht aus den Halbierunga- 

§ 64. Der Peripherie Winkel. 

1, Zwei Sehnen, die sich auf der Peripherie schnei- 
den, bilden einenPeripheriewinkel; er steht auf 
demjenigen Bogen, der zwischen seinen Schenkeln liegt. 
2. In Fig. 48 ist BAC ein 
Peripherie Winkel , BOG der zuge- 
hörige Zentriwinkel. Zieht man 
den Durchmesser AG, so ist -^ y 
— 2 t» nach § 29, 3 e) und ebenso 
^^ ö = 2 ß; daher <; j. -f 5 = 

2 (a -^ ^} oder < -— — = B A C. 
Fig.is. D.h. Jeder Peripheriewin- 

kel ist die Hälfte seines zugehörigen Zen- 
triwinkels. 

3. Zu allen Peripherie winkeln, die auf dem Bogen 
B stehen, gehört ein und derselbe Zentriwinkel. Da- 
her ergiebt sich mit Hilfe von Ko. 2: 
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Alle Peripheriewinkel auf demselben 
Bogen sind einander gleich. 

4. Der Peripheriewinkel, der auf einem 
Halbkreis steht, ist 1 K. (Satz des Thaies). 

§ 65. Der TaiiffenteiiTrinkel. 

1. Eine Sehne «nd eine Tangente, die sich im 
Berührungspunkte schneiden, büdea einen Tan- 
gentenwiakel; er steht auf dem ewischea seinen 
Schenkeln liegenden Bogen. Bewegt sich — Fig. 4Ö — 
der Peripherie Winkel B A C so, daas A immer auf dem 
Umfang bleibt, und seine Schenkel stets durch B und 
C gehen, 80 kann er seine Grösse nicht verändern. Wean 
hierbei Bcblieaslicb A dem C unbeschriiiikt nahe kommt, 
BO erhält die verlängerte Sehne A C die Lage der Tan- 
gente ia C, der Peripherie winke 1 ist ia dea bei ge- 
legenen Taagenten winke! übergegangen. Sonach lässt 
sich vermuten, dass der Tange ntenwinkel C gleich dem 
Peripherie winke! A ist. Dass diese Vermutung richtig 
ist, zeigt folgende Erörterung. 

2. Es sei — Fig. 49 — GAB 
ein Tangenten- und ADG ein Pe- 
ripheriewinkel , beide auf dem 
Bogen AC. Tim ihre G-leiobheit , 
zu erweisen, nehme man den Pe- 
ripheriewinkel zu Hilfe , dessen 
einer Schenkel Durchmesser ist, 
nämlich ■< A E C, so ergieht sich 
•4^ y = Uj da beide durch < ,8 zu 
1 R ergänzt werden. Es ist aber 
-^ 6 ^= y, mithin auch -f. 6 ^^ a. D. 
Jeder Tangenten wlnkel is 
der mit ihm auf gleichem Bo 
Peripheriewinkel. 

M a h 1 e r , GeometriB. 
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§ 66. Geometrische Oerter. 

1. Der geometriscke Ort für die Spitze 
1er rechtwinkligen Dreiecke, die auf der- 
Iben Hypotenuse stellen, ist der Kreia 
ler der Hypotenuse als Dur chmesaer. 

2. Der geometri sehe Ort für die Spitze 
ler Dreiecke, auf derselben Strecke BO 
s Seite und mit gleichem dieser Seite 
igenüberliegenden Winkel a, besteht aus 
irei Kreisbögen über der Sehne BC, die je 
nen Winkel gleich a fassen. 

8 67. Auffalle. 

Ueber der Strecke AB — Fig. 50 
— als Sehne den Kreisbogen zu 
beschreiben, der einen Winkel gleich 

Konatritktioa. Errichte auf 
AB das Mittellot. In dem Punkte E 
desselben lege < DEF = o an; 
ziehe ÄC[|DE. C ist der Mit- 
telpunkt und CA der Badius des 
gesuchten Bogens. 
Das Sehnen Viereck. 

1. Ein Viereck, dessen Seiten 
Sehnen eines Kreises sind , wird 
Sehnenviereck genannt. 

2. Um die Eigenschaften dieses 
Vierecks keunen zu lernen, aiehe 
man — Fig. 51 — AC, BD und 
beobachte, dasa <C + ß + ^=2E, 
ist. Es ist aber < a = /), < j- — rf, 

<C + «+j. = 2R oder 




Fig. 61. dal 

; C + A = 2 E. D. 
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In jedem Sehnenviereck ist die Summa 
zweier gegenüberliegender Winkel gleich 
2 E. 

3. Wie heiast der Kehrsatz und aein Beweis? 

4. Um das Hechteck , das Qnadrat , das gleich- 
Bchenklige Trapez läest sich ein Kreis beschreiben. 

% B9. Das TangentenTiereck. 

1. Ein Viereck , dessen Seiten Tangenten eines 
Kreises sind, heisst Tangentenviereck. 

2. Weil das Tangentenviereck ein Viereck i 
Bonderer Art ist, so muss es 
ausser den Eigenschaften des 
gemeinen Vierecks auch noch 
diejenigen haben, die daraus 
entspringen, dass seine Seiten 
Tangeoten sind. Es ist — 
Fig. 52 — Strecke a = ii, b = c, 
e = d, f = g, nach 63, 3; 
hieraus folgt a -f- b + e + f 




Fig- 5K, 



In Worten : 



: + d + g oder AB + CD =- AD + OB. 



glei 



ireok ist die S 
h der Summ 



3. Wie heisst der Kehrsotz und sein Beweis? 

4. Zusatz. In das Quadrat und den Bhombus lässt 
eich ein Kreis beschreiben. 

g 70. Zwei Kreise. 

1. Zwei Kreise mit gleichen Eadien lassen sich 

dadurch zur Deckung bringen, dass man ihre Zentren 

znaammenf allen lässt. Daraus geht unter anderem auch 

hervor , dass alle Sätze , die Beziehungen zwischen 
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strecken oder "Winkeln eines ITreisea eathalten , auch. 
für Kreise mit gleicben Radien gelten. 

2, Unter Zentrale versteht mau sowohl die Gö- 
rade, welche beide Mittelpunkte verbindet, als auch nur 
die Strecke zwiscben den Zentren. 

3. Die Zentrale ist Symmetrieachse für beide 
Kreise, 

Zwei Kreise können verschiedene Lagen zu ein- 
ander haben : 

4a. Die beiden Kreise mit den Zentren A, B und 
den Radien r, r* liegen ganz äussere in au der. Es ist 
AB > r + r'. 

4b. TJmgekebrt ist r + r' < AB, so liegen die 
beiden Kreise ganz atisse reinander. 

5a. Rückt der Mittelpunkt des einen Kreises gegen 
das Zentrum des anderen, so kann der Fall eintreten, 
dass sieb die Kreise schneiden. Dies kann nur in 
zwei Punkten geschehen; denn haben die Kreise den 
Punkt C gemeinsam, so gehört auch derjenige Pankt 
beiden Kreisen an, der zu C hinsichtlich der Achse 
AB symmetrisch liegt Die Zentrale AB ist kleiner 
als r -|- r' und zugleich grösser als r — r'. 

5b. Umgekehrt: Ist die Zentrale AB < r + r' und 
zugleich > r — r', so schneiden sich die Kreise. 

6a. Zwischen den beiden soeben betrachteten Lagen 
giebt es eine von besonderer "Wichtigkeit. Haben näm- 
lich die beidea Kreise — Fig. 53, 54 — einen Punkt 
der Zentrale gemeinsam , den Punkt C , so entspricht 
sich dieser selbst bezüglich der Symmetrieachse AB; 
d. L, die beiden Kreise haben nur diesen einen Punkt 
gemeinsam. Errichtet mau in C auf AB das Lot, so 
ist dieses gemeinschaftliche Tangeate beider Kreise. 
Wenn aber zwei krumme Linien eine gemeinsame Tan- 
gente mit dem nämlichen Berührungspunkt haben, so 
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sagt man, die Linien berühren aicb. Daher berlibrea 
sich im vorliegendea Falle die beiden Kreise. Die 
Zentrale AB iat = r + r'. 




6b. Umgekehrt: Der Beruh rungapunkt zweier flieh 
berührender Kreise liegt auf der Zentrale, lat die 
Zentrale gleich der Sumnie oder Differenz der Radien, 
so berüirea sich die Kreise von aussen bez. innen. 

7a, Liegt der eine Kreis ganz innerhalb des anderen, 
so ist die Zentrale AB < r — r'. 

7b. Timgekehrt r Ist die Zentrole AB < r — r', ao 
schliesst der eine Kreis den andern ein. 

§ 71. Geometrische Oerter. 

1. Der geometrische Ort für den Mittel- 
punkt aller Kreise, welche den gegebenen 
Kreis A in dem gegebenen Punkt E be- 
rühren, ist die Gerade AB. 

2. Der geometrische Ort für den Mittel- 
punkt aller Kreise vom gegebenen Radius 
e, die den gegebenen Kreis vom Eadius r be- 

Kreise konzentrischen Kreisen vom Eadius 
r + p, oder auch e + r, wenn g > r ist. 
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§ 72. Gemeinschaftliche Taugenten. 

1, An%al>e. Die beiden äusseren gemeinsamen 
Tangenten an zwei gegebene Kreise zu legen. 

Koiistniktion. Beacbreibe um den Mittelpunkts 
— ■ l'ig.ÖS — des grösseren Kreises den konzentrischen, 
dessen Halbmesser dem TJntersciiiede der Radien der 
1 Kreise gleichkommt. Lege von der Mitte 
A des anderen Kreises 
die Tangenten AO und 
A Gt an den konzen- 
triscben Kreis B ; ziehe 
B C, B G, deren Ver- 
langerungen den Kreis 
B in D,H treffen. Als- 
dann lege AE|[BD 
und AFllBH, Die 
^'S- 65- Verbindungslinien 

DE, HF sind die verlangten Tangenten. 

Beweis. Aus der Konstruktion folgtAE#CD, 
weil femer -^ C = l E ist, ao muss AODE ein 
ßechtect sein; folglich ist -t D = 1 ß, -*: E = 1 ß, 
Bomit ED gemeinsame Tangente. 

2, Aufgabe. Die beiden inneren gemeii 
Tangenten an zwei gegebene Kreise zu legen. 
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KoastruktioD. — Tig. 56. — Schlage aus dem 
Zentrum B dea grösseren Kreiaea mit einem ßadius 
gleich der Summe der Ealbineaser der gegebeneu Kreiae 
den konzentrischen ; lege von A, der Mitte des kleineren 
Kreises, die beiden Tangenten AC, AG an den kon- 
zentrischen Kreis B. Sodann ziehe die Radien B C, 
BG, welche den Kreis B in D, H achneiden. Ziehe 
AE entgegengesetzt parallel zu BO und AF entgegen- 
gesetzt parallel zu B G. Verbindet man Y mit H und 
E mit D, so hat man die gesachten Tangenten. — Ba- 

% 73. Die Bei-nhruugskreise des Dreiecks. 

1. Der Kreis, welcher die drei Seiten eines Drei- 
ecks berührt, heisst der Inkreis, Sein Radius sei 
mit p bezeiclinet. Der Kreis, der eine Seite und die 
Verlängerungen der beiden ^ 

anderen berührt, wird An- 
kreis genannt. Ea giebt drei 
Ankreise, deren Radien seien 
mit pa, pii, pc bezeichnet, je 
nachdem die Kreise die Seiten 
BC, AC, AB direkt d. h. 
nicht ihre Verlängerungen be- 
rühren. 

2. Die Betrachtungen über 
gemeinsame Tangenten zweier 
Kreise führen zu interessauten 
Eigenschaften der Berührunga- 
kreiae eines Drei ecka. InEig. 57 
seien an die beiden Kreise K, 
M beide äuasere und eine innere 
Tangente gelegt. Auf diese Weise entsteht ^ A B Ci 
in welchem der Kreis K der Inkreia und M der der 




Flg. 67. 
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Seite B C anbeachriebene ist. Nun ist nauh § 63, 3 
AH^AJ, ebenso AF = AG; mithin PH = GJ. 

3. Weiter ist BC = (BD + CD) = BH + C J, 
ebenso BC^(BE + CE) = BP + CGf. Durch 
Addition erhält man 2 BC = FH + GJ^2 FE 
= 2 GJ; daher BC^FH-GJ. D. h. 

Jede Dreieckseite ist so lang wie die 
Strecke auf jeder der beiden anderen Seiten, 
die zwischen den Berührungspunkten des 
In- und Ankreises liegt. 

4. Da nunGJ = BC undCG^CE ist, so folgt 
CJ = BE; aber es ist C.I^CD, daher BE — CD, 
nnd nach "Wegnahme des gemeinsamen Stückes DE 
verbleibt BD = CE. 

5. Bezeichnet man den Umfang eines Dreiecks, 
a -j- b + 0, mit 2 3, so lässt sich zeigen, dass AH^^ 
AJ^s ist. Denn man hat AH = AB-|-HB = 
AB + BD und ebenso AJ~AC + CD. Mithin 
2AH = 2AJ = AB + AC + BC:=a + b-l-o; daher 
AH — AJ — s. In No. 3 wurde gefunden HP = 
BC; aber AE = AH— HF, somit AF^s — a. 
Analog erhält man BF = s — b, CG = s — c. 

§ 74. Uebnngen, 

Bezeichnung, O ans A, L, A auf L, K, A auf K, 
e bedent«t : einen Kreis zu beschreiben, der dnrch A geht, 
L berührt, L in A berührt, den Kreis K berührt, den Kreis 
K in Ä berührt, den Radius p hat. 

1. Die Bögen zwischen zwei parallelen Sehnen sind 
gleich. 

2. Zwei zu einander senkrechte Sehnen zerlegen den 
Umfang in 4 Bögen ; je zwei gegenüberhegende machen zu- 
sammen einen Halbkreis ans. 

3. Die beiden Strecken einer Sekante, welche diese 
awischen zwei konzentrische Kreise legt, sind einander gleich. 
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4. Die grössere von zwei Sehnen hat Tom Zentrum 
die kleinere Entfernimg. 

5. Wie heisst der Kehrsatz zu No. 4 und sein Beweis? 

6. Schneiden sich zwei Sehnen eines Kreises , so ist 
einer von ihnen gebildete Winkel gleich der Summe der zwei 
Peripheriewinkel , die auf den zu ihm und seinem Scheitel- 
winkel gehörigen Bögen stehen. 

7. Wie heisst der Satz für den Fall, dass sich die 
Sehnen ansserhalb des Kreises schneiden ? 

8. Ist ein Winkel, dessen Schenkel durch die End- 
punkte eines Bogens gehen , gleich dem Peripheriewinkel, 
der über diesem Bogen auf derselben Seite steht, so rauss 
seine Spitze auf' dem Umfang des Kreises liegen. 

9. Deber der gemeinsamen Tangente zweier sich von 
aussen berührender Kreise als Durchmesser ist der Kreis 
gezeichnet. Ea iat darzuthun , dass dieser Kreis die Zen- 
trale im gemeinsamen Berührungspunkte tangiert. 

10. Ist in einem Dreieck t^ ^ '/la, so ist es in A 
rechtwinklig. 

11 Wenn in einem Dreieck b > c ist, so ist der Winkel 
zwischen dem Radius des Umkreises nach A und der Me- 
diane des ■< A = '/. iß ■— y}. 

12. Im rechtwinkligen Dreieck ist p =^ '/j (b + c — a) ; 
ferner ist ßg, =: ','i (a -f b + c). 

13. Die Diagonalen zerlegen ein Viereck in vier Drei- 
ecke. Die vier Zentren der Umkreise dieser Dreiecke sind 
die Ecken eines Parallelogramms. 

14. In dem A ABC geht ein Kreisbogen durch A, C 
und berührt AB, ein zweiter durch A, B und berührt BC, 
ein dritter durch B, C und berührt AC. Es ist au be- 
weisen, dass sich die drei Bögen in einem Punkte schneiden. 

15. Die Höhen eines Dreiecks sind die Mediauen 
desjenigen Dreiecks, dessen Ecken die Fusspunkte der 
Höhen sind. 

16. Die Medianen der Winkel eines Vierecks bilden 
ein Kreis Viereck. 

17. Beschreibt mau über den Seiten eines Dreiecks na«h 
aussen gleichseitige Dreiecke und legt man um diese drei 
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Dieiecke die Umkreise so schi ejden sich diese in einem 
Punkte Weiteie Eigenschaften dieser Figur stnd inza 
■fuhren 

18 © aus A B desben Zentrum iinf L hegt 

19 Durch den Punkt A innerhalb eines Kreises eine 
Sehne zu ziehen dass sie in ihm halhiert wird 

20 An einen Kreis die T-tngenten parilkl I zu legen 

21 dua L II L' A 

22 ans A B auf L 

23. aus L, A, q. 24. © aas L, L', (.. 

25. Ueber AB den Kreisbogen zu zeichnen, der einen 
Winkel = a fasst. Mit Hufe des Satzes vom Tangenten- 

26. A ans a, K< «; 27. A aus a + b, r, o. 

28. Eechtwinkliges A ais a, ha. 

29. A aus u, v, a. 

30. A aus p, q, a. 

31. ParaUelogramm aus e, f. a. 

32. A ans a, t^, «. 

33. Tiereck aus a, b, ß, < fd, ^ fc; 34. Viereck aus 

a, b, ^, f, S; 35. Yiereck aus a, b, d, ot, y. 

36, Kreisriereck aus b, c, d, i, 37. Ebenso aus a, b, e, c, 
88. Tangentenviereck ana b, ß, y, e, 39. Ebenso aus 

b, ß, y, f. 40. Ebenso ans a, b, c, ß. 

41. In einen Sektor den Inkreis zu beschreiben. 

42. Zwischen dio Katheten des rechtwinkligen Drei- 
ecks ABC die Strecke XT ^^ s so zu legen, dass sie von 
der Hypotenuse halbiert werde. 

43. O aus A auf K, ? , 44, © aus K, L, p ; 46. © aus 
K, K', e; 46. © aus K, Ä, g ; 47. aus A auf K, B. 

48, Eine Linie zu finden , die den gegebenen Kreis K 
Jierührt und in den gegebenen Kreis K' eine Sehne = s legt. 

49. A aus a, p, a; 50. A ais a, ?, gg.; 51. A aus 
a, a, ea- 

52. A aus 2 s, «, p; 53. A aus 2 s, a, a, 

54. Um die drei Ecken eines Dreiecks Kreise zu be- 
schreiben, von denen sich je zwei berühren, 

55. Durch, den einen Schnittpunkt zweier Kreise eine 
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Sekante zu legen so da?s die 
gleich werden 

5ti Desgleichen, so dass 
Zentriwinkel gleich wetdtn. 

57 In dem ^ABC die Strecke XY || 
dass XY + BC:=BX-T-CY werde. 



Kreise fallenden Sehnen 



den Sehnen gehöiigen 



10. Kapitel. Begelmässl^e Tieleebe. 



■ unter anderem 
vom Quadrat, 
1 und gleichen 
aucli Fünfecke, 

;iff, regulär, 



g 75. Eigeuschiifteu. 

1. In den früheren Paragraphen wa 
die ßede vom gleichseitigen Dreieck, 
d. h. von Figuren mit gleichen Seite 
Winkeln. Die Erfahrung lehrt, dass ea 
Sechsecke etc. von gleicher 

2, Ein Vieleck heisst : _ 
wenn es gleiche Seiten und gleiche Winkel bat. 

3. Jedes reguläre Polygon ist axial Byraiuetrisch 
sowohl für die Mediane eines Winkels, als auch für 
das Slittellot einer Seite. 

4, "Wird — Fig. 58 — die Mediane AA' des < A 
zur Symmetrale gewählt, so 
sind die Winkelhalbierenden 
B B', FF' benachbarter Winkel 
homologe Geraden, sie müssen 
sich somit auf A A' schneiden, 
oder diese drei Medianen treffen 
sich in dem Punkte 0. Aus 
demselben Grunde vereinigen 
eich CO', BB', AA' in 0, 
wenn man B B' zur Symmetrale 
macht. Da ferner auch das *'^' ^°' 
Mittellot GG^ zur Achse der Symmetrie genommen 
werden kann, und sich aladano die Medianen A A', BB' 
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estspreolieD, so wird deren Hchnittpunkt auf dem Mittel- 
lot liegen, oder das Mittellot geht durch 0, Das Gleiche 
läaat sich von den Mittel senk rechten der anderen Seiten 
darthun. Daher : 

Injedem regelmässigen Vieleck achneiden 
sich dieMedianeo der Winkel und die Mittel- 
Benkrechten derSeiten in demselben Punkt. 

5. Nimmt man dies Ergebnis zusammen mit den 
Eigenschaften des Mittellotes und der Winkelhalbieren- 
den, so ergiebt sich , dass der Schnittpunkt sowohl 
von den Ecken, ala auch von den Seiten des Vielecks 
gleichweit entfernt ist. D. h, 

Jedes reguläre Polygon lässt einen Um- 
kreis und einen Inkreis zu; beide Kreise 
sind konzentrisch. 

6. Die Winkelhalbierenden AO, BO etc. teilen den 
vollen Winkel bei in n gleiche Teile, wenn das 
Vieleck n Seiten hat; daher ist jeder Zentriwinkel 

= i-E. 
n 

% 76. Kehrsätze. 

1. Teilt man die Peripherie eines Kreises in 
n gleiche Teile und verbindet je zwei Nachharpunkte 
durch Sehnen , so lässt sich beweisen , dass das so 
entstandene Vieleck regelmässig ist : Die Seiten sind 
einander gleich , weil sie zu gleichen Bögen gehören, 
und die Winkel sind einander gleich, da jeder ein Pe- 
ripherie Winkel auf (n — 2): n tel des Umfanga ist. 

2. In analoger Weise zeigt man die Richtigkeit 
des folgenden Satzes: Teilt man den Umfang eines 
Kreises in n gleiche TeUe, und legt man in den Teil- 
punkten an den Kreis die Tangenten, so bilden die- 
se Ibes ein reguläres Vieleck, 
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§ 77. Eonstntktion zweier Reihen regulärer Foljgone. 

ei zu einander 
) sind deren Endpunkte die 
Eokea dea regelmäsäigen Vierecks. Durch Halbieren 
der Bögen kommt man auf das Achteck, von hier aus 
auf das Sechzehneck u. s. f. 

2. Da der Zentriwinkel des regulären Sechsecks ^ 
60° ist, so fulgt, dasa die Seite dieses Vielecks gleich 
dem ßadiua des Umkreises ist. Halbiert man die zu 
den Seiten des Sechsecks gehörigen Bögen, so tritt das 
regelmässige Zwölfeck und in gleicher Weise das Vier- 
uudzwaazigeck u. a. f. auf, 

§ 78. UehuHgen. 
1 Ii Klpra r alirei Ek i'tt eii Winkel = 



2 In jedem legelma-ibigeii \ielecfc v n gprider teeiten 
zahl smd je zwei Gegenseiten parallel 

3 Üeher AB ils Seite d^ regelmassige Sechseck zu 
konstruieren 

4 Ein gleichseitiges Dreieck so abzustumpfen dass 
ein regehiwaiges Sechseck ubng bleibt 

5 In einen Kreis drei gleiche Kieise zu beschreiben 
von denen jeder die beiden anderen und den t^tebeneii 
Kieis benhrt 

b Drehe oi Qiidrit um seinei Mittplpankt um i'^* 
und unterauclt he Figur wtl he au" beiden Quadraten 
gebddet vii i 

" Drehe e n gleii-hseitige-i Dreieck um 2 R und unter 
suche die Figni die durch die beidea Dreiecke hervor 
geinfen wird 

8 Die Diagonalen emef regulaieu Fmfecks bilden 
wieder ein regelmässiges Funteck 

Bemerkung Verlängert man all Seiten emes regel 
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massigen Fünfecks bis zum Schnitt, so entsteht der Drnden- 
fass, das Pentagramm, welches im Mittelalter als Zauber 
gegen Elementargeister angewendet wurde. 



11. Kapitel. Dte Glelebheit der Inhalte. 

a. VerqUuhwig der InhaUf 
% 79. Einfuhrnug 

Während in den vorangegangen ea Kapiteln "Winkel, 
Strecken, Linien der Figuren betrachtet worden sind, 
soll jetzt der Inhalt derselben einer Unteraachung unter- 
worfen werden. 

1. Zwei Figuren heissen gleich, wenn sie gleichen 
Flächeninhalt haben. 

2. Zusatz. Kongruente Figuren sind einander gleich, 

3. Jede Seite eines Dreiecks heisst Grundseite. 
Im Parallelogramm, Trapez werden zwei parallele Gegen- 
seiten Grundseiten genannt, de n Ab t nd 1 isst 
die zugehörige Höhe, 

4. Haben zwei Dreiecke, Parallel g mm T peze 
gleiche Höhe, so lassen sie sich w h n Pa- 
rallelen legen, deren Abstand jener Hb 1 hk mmt, 
nnd umgekehrt: Liegen diese Pigu w h wei 
Parallelen, so haben sie gleiche Höhe. 

§ 80. Die Gleichheit der Parallelogramme und Dreiecke. 

1. Bei der Tergleichung der Inhalte geiadlmiger 
Figuren geht man am besten von Parallelogrammen aus 
Man wählt zunächst zur Untersuchung zwei Paiallelo- 
grarame von gleicher Grundseite und gleicbei zugehöri- 
ger Höhe. Diese beiden Figuren lassen sich zwischen 
zwei Parallelen legen, wodurch Fig, 59 erhalten wird 
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Da EF = AB ist, so deckt 
das Trapez AEHD uach 
einer Verschiebung um AB 
längs A F die Figur B F Gf C. 
Beide Trapeze sind daher 
gleich. Nach Wegnahme 
dea gemeinsamen Trapezes 
BEHC bleibt ABCD = ' 
EFGH. D. h. 

Zwei Parallelogra 
Grundseite und gleicher Höhe sind gleich. 

2. Jedes Parallelogramm ist für den Schnittpunkt 
seiner Diagonalen zentrisch symmetrisch. Darana folgt, 
daas die beiden Dreiecke, in die es durch eine Dia- 
gonale zerlegt wird , gleich sind , oder jedes Dreieck 
ist die Hälfte des Parallelogramms. Ein solches 
Dreieck hat gleiche Grundseite und gleiche Höhe 
mit dem Parallelogramm, und weil letzteres durch 
irgend ein anderes von gleicher Gnindseite und 
Höhe ersetzt werden darf , so erhält man den 
Satz: 

Ein Dreieck ist die Hälfte eines Parallelo- 
gramms von gleicher Grundseite und Höhe. 

3. Folgerung. 2wei Dreiecke von gleicher 
Grundaeite und Höhe sind einander gleich. 

4. Gleiche Parallelogramme von gleicher Grund- 
seite haben gleiche Höhe , von gleicher Höhe gleiche 
Grundseite, Beweis '. 
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82. Die Pjtha^oreischen Sätze. 

Fig. 60 — a, b, c die Seiten des 
rechtwinkligen Dreiecks ABC, 
h die Höhe auf die Hypotenuse, 
p, q die dadurch entstandenen 
Abschnitte auf letzterer — sie 
werden die Projektionen 
von h, c auf BC geaannt — ; 
^ ferner werde der Inhalt eines 
Quadrats von der Seite s mit s', 
der Inhalt eines Rechtecks von 
den anstossendeo Seiten f, g 
mit f g bezeichnet. (Dass dies 
statthaft ist, wird in § 112 ge- 
zeigt werden. 

2. Die wichtigsten Inhalts- 
lieziehungen werden am rechtwinkligen Dreieck erhalten. 
Diese sind b' = a ■ p ; c' = a ■ q ; b' + c^ — a' ; h' = p ■ q. 
Die Richtigkeit derselben wird wie folgt bewiesen: 

3. Errichte auf den Seiten des rechtwinkligen Drei- 
ecks ABC die Quadrate BCDE, ABJH, ACFG; 
zerlege ferner das erster« Quadrat durch das Lot AL zu 
BC in die beiden Rechtecke BKLE, CKLD. Zieht 
man noch EN [] BA und JM || BC, so ist Parallelo- 
gramm BE NA = BJ MC, weil sich beide nach einer 
Drehung um B um 90° decken. Aber Parallelogramm 
BENA = Rechteck BKLE und Parallelogramm 
BJMC = Quadrat BJHA. Daher ist auch Recht- 
eck BKLE = Quadrat BJHA oder c^=a-q. Ebenso 
beweist man b' ^ a-p. In Worten; 
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dieser Kathete auf die Hypotenuse. (Satz 
des Eiiklides.) 

Addiert man die beiden soeben erbalteaen Re- 
sultate, so kommt a' ^= b^ + c'. D. h. 

Im rechtwiukligen Dreieck ist das Qua- 
drat über derHypotenuse gleich derSumme 
der Quadrate über den Katheten. {Satz des 
Pythagoras.) 

4. Macht man nun KO = KC und zieht OP || BC, 
so ist KCPO das Quadrat über p; auch ist OL^:q. 
Der Inhalt des Rechtecks OPDL ist = p ■ q. Nach 
No. 3 ist aber b' = h' -[- p^ und b^ = a ■ p = p' -f 
p-q, weil KCDL = KCPO + OPDL ist; folgUch 
ist h' = p-q, D, h. 

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist 
das Quadrat der Höhe gleich dem Rechteck 
aus den Abschnitten der Hypotenuse. (Höhen- 
Batz.) 

5. Bemerkmig, Dm zu beweisen , dass eine Grösse 
gleich der Summe zweier anderen ist, zerlegt man häufig 
diese eine Grösse in zwei Teile , die den beiden kleineren 
Grössen einzeln vergliclien gleich sind. Dieses Verfahren 
rechtfertigt hier die Hilfslinie ÄL. Die beiden anderen 
Hilfslinien JM and EN führen auf kongruente Figuren. 

6. Ist in einem Dreieck das Quadrat der grössten Seite 
gleich der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten, 
so ist das Dreieck rechtwinldig. Beweis! 

7. Der oben unter No. 3 bewiesene Satz wird nach 
Pythagoras aus Samos (im 6 Jahrb. t. Chr.) der Pytha- 
goreische genannt. Die Thatsache, dass drei Strecken von 
3, 4, 5 Längeneinheiten die Seiten eines rechtwinkhgen Drei- 
ecks sind, ist schon sehr frühe gefunden worden. Sehr 
wahrscheinhch hatten die alten Aegypter und Babylonier 
Kenntnis davon. Auch Pythagoras musste um diesen Satz 
wissen. Dazu entdeckte er, dass S' -\- i* = b' ist. Aus 
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der Yerbindang dieser beiden Richtigkeiten entsprang der 
berührate Lehrsatz , zunächst jedoch nur für das Dreieck, 
dessen Seiten 3,4,6 Einheiten lang sind. Fyihagotas hat 
ihn dann sicherlich auch für das gleichschenklig recht- 
winklige Dreieck als richtig erwiesen. Der hente noch ge- 
bräuchlichste Beweis stammt von dem alexandtinischen Mathe- 
matiker Eukbdes (-!00 t. Chr.) her. Er stützt sich auf die 
Kongruenz der Dreiecke JBC nnd ABE. Pythagoras löste 
auch die Aufgabe Drei Zahlen a, h, c von der Beachaifen- 
heit zu finden dass a' :^ h' 4- c' werde. Er fand, wenn 
n eme ganze Zahl ist für a — 2 n' + 2 n + 1, b = 2 n' + 
2 n = 2 n -i- 1 In der That ist n = 1, so ist a = 5 h = 4, 
i = 3 ist n — 2 so kommt a — 13, h = 12, c = ä n. s. w. 

% 83. Anwendung auf das schiefninkligre Dreieck. 

1. Es sei — Fig. 61 — ABC ein 
bei C spitzwinkliges Dreieck, AB _|_ 
B 0. Nach § 82 ist nun c" ^ {a — 
p)^ -I- h" = a^+ p' — 2 ap + h' 
:^ a^ + b^ ^ 2 ap, weil h^ + p° = 

2. Ist dagegen — Fig. 62 — A B C 
ein bei C stumpfwinkliges Dreieck, 
und ist auch hier AE_LBC, so er- 
hält man c' ^ (a -f p)' -[- h' = a» 
-f p^ + 2ap + h' = a' -1- V + 

Beide Sätze lauten in Worten: 
Im stumpfwinkligen Dreieck ist 
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b. Vencandlung der Figuren. 
% 84. Aufgaben. 

1. Eine Figur verwandeln heisst ein© aweite 
herstellen, die den gleichen Inhalt wie die erste hat. So- 
mit lässt sich jede Aufgabe über Verwandlung auch in 
der Fassung geben: Eine Figur zu konstruieren, von 
welcher neben andern Stücken der Inhalt gegeben ist. 

2. Das gegebene Dreieck ABC 
mit der gemeinsamen Grundseite BC 
zu verwandeln, von dem noch die 
Nebenseita c gegeben ist. 

Konstruktion. —Fig. 63. — 
Ziehe durch A die Parallele au B C, 
welche den um B mit c beschriebenen 
Kreisbogen io D schneidet. Verbinde t 

D mit B und C. A BCD ist das ver- " 

langte. F'b- e^. 

3. Das gegebene ParaUelogramm AB CD in 
anderes mit der gemeinsamen Grundseit« B C zu ■ 
wandeln, von dem noch -^ t- 

Konstruktion. 
— Fig. 64. — Lege an 
BCinBden^CBM 
= ß an. Der Schenkel 
BM schneidet AD in 
F. Ziehe CE (] BF, 
BCEF ist das ver- ^'^ "■ 

langte Parallelogramm. 

4. Ein gegebenes Dreieck in ein Parallelogramm unter 
Beibehaltung a) einer Seite, b) einer Höhe zu verwandeln. 

a) Konstruiere über der beibehaltenen Seit« ein 
Parallelogramm, dessen Höhe die Hälfte derjenigen 
DreieckahÖhe ist, die zu jener Seite gehört. 
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h) Konstruiere ein Parallelogramm, dessen Höhe 
gleich der gegebenen Dreieckahöhe ist, und dessen au- 
gehörige Grundseite die Hiilfte derjenigen Dreiecksseite 
ist, die zu jener Höhe gehört. 

5. Ein Vieleck in ein anderes zu verwandeln, 
das eine Ecke weniger als das gegebene hat. 

Konstruktion. Gegeben ist 

das Fünfeck AB ODE. Wenn die 

Ecke D versobwinden soll, so ziehe 

AD und durch E die Parallele zu 

' AD, welche die verlängerte CD 

in F schneidet. Verbinde A mit 

P E. Es ist ABC F das verlangte 

Viereck. 

Beweis. Nach § 80, 3 ist 

A ADE = ADE. Zahlt man zu 

beiden Dreiecken das Viereck AB OD 

hinzu, so ergiebt sich ÄBCE ^= 

ABC DE. 

6. Das gegebene Dreieck ABC 
in ein anderes zu verwandeln, BO dass 
-^ B bleibt und die eine der ein- 
Bchlieasenden Seiten, BC, die ge- 
gebene Grrösse s erhält. 

Konstruktion. Aufdem Strahl 
BC trage BE = s ab. Ziehe ÄE 
und durch C die Parallele zu E A, 
welche die Seite A B in F schneidet. 
Verbinde F mit E, so ist BFE 
das gewünschte Dreieck. 

Beweis. EsistABCF^BCF; 

ferner A FCE = FC A (§ 80, 3), 

addiert: A BFE ^ ABC. Ausser- 

und < B ( 
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e Kechteck ABCD ii 



65 
Q Quadrat 



1 ein QuE 




7. Das gegebei 
zu verwandeln. 

Konstruktion, a) Mit dem EukI, Satze. Fig. 67. 
Trage auf D A die Strecke D E= D C ab ; beschreibe aber 
A D als Durchmesser den Halbkreis, errichte auf A D in 
E das Lot, welches den Halbkreis in F schneidet; ziehe DF, 
so ist diese Strecke die Seite des gesuchten Quadrates. 

b) Mit dem Höhensatze. p 

rig. 68. Verlängere AD bis 
E um DC, konstruiere über 
A E als Durchmesser den Halb- 
kreis ; dieser wird von der ver- , 
lungerten CD in E g 
Es ist DE die Sei 
suchten Quadrates. 

8. Ein Vieleck ii 
drat zu verwandeln. 

Konstruktion. Verwandle das Polygon mit Hilfe 
von No. 5 in ein Dreieck, dieses mittelst No. 4 in ein 
Rechteck und letzteres nach No. 7 in das gesuchte Quadrat, 

9. Ein Quadrat zu konstruieren, das gleich der Summe 
oder der DifEerenz zweier gegebenen Quadrate a", h' iat. 

Konstruktion. Im ersten Falle stelle man ein 
rechtwinkliges Dreieck ber, dessen Katheten gleich a, b 
sind. Die Hypotenuse ist die Seite des gewünschten 
Quadrates. Im anderen Falle wird die gröasere ge- 
gebene Quadratseite zur Hypotenuse , die kleinere zu 
einer Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks gewählt. Die 
andere Kathete ist die Seite des gesuchten Quadrats. 

c. Teilung der Figuren. 
% 85. Anfga1)cn. 
1. Ein gegebenes Dreieck von einer Ecke aus in 
n gleiche Teile zu teilen. 
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Konstruktion. Teile die G 
Ecke in n gleiche Teile und verbinde die Teilpunkte 
mit der Ecke. 

2. Ein gegebenes Trapez in n gleiche Teile zu zerlegen. 
Konstruktion. Teile die Mittellinie in n gleiche 

Teile; ziehe durch die Teiipunkte Linien, welche die 
Grundseiten schneiden, einander aber innerhalb der 
Eigur nicht treffen. 

Beweis. Jedes der erhaltenen Trapeze ist gleich 
einem Parallelogramm, dessen Höhe gleich der Höhe 
des Trapezes, und dessen Gruudseite gleich l.'n tel der 
Blittellinie ist. 

3. Das gegebene A ABC von dem auf der Seite 
AB gelegenen Punkte E aus zu halbieren. — Fig. 69. 

1. Konstruktion. Halbiere BOin F; verwandle 
A ABF in das A SEK, 30 dass die Seite BA durch 
B E ersetzt wird ; dann ist E K die gesuchte Teilungslinie. 

2. Konstruktion. Verwandle A ABC in das 
A BEL, so dassE die Spitze 
wird. Sehe nämlicb EC, so- 
dann durch A die Parallele zu 
EC, welche die verlängerte B C 
in L trifft, verbinde E mit L, 
Halbiere EL in K. Die Linie 

"'l EK halbiert das gegebene 
Dreieck. 
Solche Teil ungs aufgaben lassen sich im 
allgemeinen in doppelter Weise lösen ; Endweder durch 
vorhergehende Teilung und nachfolgende Verwandlung, 
oder umgekehrt. 



1. Jede durch den Scbiiütpunkt der Diagonaler 
Parallelogramms gehende Gerade halbiert dasselbe. 
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2 Zieht man iurch iie Mitte der ^el eiiseite eines 
Trapezes die PiriUele mt der anderen Nelicnstite so ent 
steht ein Paiillelogramm das gleich dem Tiapez ist 

3 Die Mittellinie eines Dreiecks Ethneidet von diesem 
ein Dreieck ab dessen Inhalt |i von dem des gegebenen ist 

i Die Mitten der viel feeittn eines Vierecks amd die 
Ecken eines Parillelogrim ns las die Hdlfte de \iBr 
ecks ist 

5 Zieht imii durch einen Punkt einer Diagonale eines 
Parallelogramn s die PariUelen z« den Seiten so sind die 
jenigen entstandenen Parallek giamm-- gleich duruh n eiche 
die Diagonale nicht geht 

b Die Linien JL und AE der Fig 6U stehen senkiecht 
aufemandei 

" bml a b znei Stiecken o ist (i + b)' = a' + 
b* + 2ab 

8. Desgleichen (a — b)' — a' + b' — ^ ■ib. 

9. Desgleichen (i + b) . (a — b) — a' — b'. 
10. In Fig 70 ist A B C „ 

ein Dreieck in demACDE 

und ABGF Parallelo- 
gramme über den Seiten 
ÄC nnd AB sind. Es wird 
GF nnd DE bis zum 
Schnitt in H verlängert, 
alsdann HA gezogen und 
damit die Parallelen B J 
und C K ; verbinde J mit K. 
Es ist zn beweisen , dass 
ECK J ein Parallelogramm 
und BCKJ = ACDE + ABGF ist, (Satz des Pappus.) 

11. Den Pythagoreischen Lehrsatz mittelst des Satzes 
No. 10 zu beweisen. 

12. In Fig. 71 ist die Mitte des grösseren Katheten- 
quadratea, auch ist GHXCB, EF || CB gezogen. Weiter 
wird die Figur, wie die Zeichnung zeigt, zerlegt. Es ist 
durch diese Zevlegni^ der Pythagoreische Lehrsatz zu be- 




Flg. 70. 
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13. In jedem 
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0^ 
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d' = e' + f. 
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14. In jedem Dreieck ist 
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4ta' + a' = 2 b' + 2 c'. 
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ecks auf die Seiten 
nelcbe diese in 


mes Drei 
die Lote 




Fl„ 71 


zwei Ab 






schnitte zerlegen s 


sind die 


eiden 


& 


nimen aus 


den 


Quadnton je dreier 


nicht zu 



sammenstossen !er Abschnitte einander gleich 

18 I t in einem Viereck g die ^ erbindungssf recke 
Jer Mitten der Diagonalen &o iit i' -j- b' -|- f -|- d' ^^ 
e' + f + 4 g- 

19 Welchen ''atz erhalt 



r Richtlinie ii 



andere 1 z 



Dreieck bei 
verathDben wird 

^0 Das ^ ABC 
BC bleibt und 4; A. 

21. Das A ABC 
B C zu verwandeln, 

22. Das A ABC 
< ABC bleibt und die Hohe ha = 

23. Das A ABC m ein andere* 
BC = s und < ABC = <p wird 

24. Das A ABC in ein anderes 
BC = s und < BAC = y wiid 

25. Das Parallelogramm AB CD 
wandeln, so dass BC ^ s und AB 



e gegebene Strecke 



gleichschenkliges mit der Btiii 

^nderes zu yeiwandcln &t diss 

yerwindelB 10 dass 



Hosted by 



Google 



mit ge- 
■ wandeln. 

27. Desgleichen mit gegebener Diagonale B D ^= s. 

28. Ein Parallelogramm in ein Rechteck mit gegebener 
Seite ^ s zn verwandeln. 

29. Desgleichen mit gegebener Diagonale = s. 

30. Ein gegebenes Dreieck zu verdreifachen. 

31. Durch den gegebeneu Punkt P eine Linie zu ziehen, 
die das gegebene Parallelogramm A B C D halbiert. 

32. Das gegebene Parallelogramm ABCD von A aus 
in i gleiche Teile zu zerlegen. 

33. Desgleicheu in 5 gleiche Teile. 

3i. Eine TeUungsHme , die von einem Punkt einer 
Seite eines Vielecks ausgeht und nicht ganz in dasselbe 
fällt, vollständig in die Figur zu legen. 

35. Ein Dreieck von einem imierhalb gelegenen Punkte 
ans in 4 gleiche Teile zu teilen. 

36. Ein Vieleck von einer Ecke aus durch eine ge- 
brochene Linie zu halbieren. 

37. Ein Quadrat zu konstruieren, das doppelt so gross, 
die Hälfte eines gegebenen Quadrates ist. 

38. Es sind a , b , c drei Strecken. Konstruiere ein 
Quadrat = a' -)- b' — c'. 



Hosted by 



Google 



II. Absehoitt. 
Aehnlichkeit. 

13. Kapitel. Proportionale Strecken, erzeugt 
darch Parallelliulen. 

% 87. Das Messen der Strecken. 

1. Die Strecke p (Gf-rÖsae p) durch die Strecke q 
(Grösse q) messen heisst, angeben, wie oft letztere in 
ersterer enthalten ist. Dass p durch q gemesBen werden 
soll, wird arithmetisch durch p;q, durch das Ver- 
hältnis p zu q, ausgedrückt. Das Ergebnis der 
Messung ist eine «nbeaannte Zahl, die Masszahl, 
Verhältniazabl genannt wird. 

2. Dabei sind drei Pälle möglich: 

a) Die Strecke q geht iu der Strecke p auf; die 
Masszahl ist eine ganze Zahl. 

b) Die Strecke q geht in p nicht auf, aber ein 
aliquoter Teil von q ist in p enthalten; die Masszahl 
ist eine gebrochene Zahl. 

c) Weder die Strecke q selbst, noch ein aliquoter 
Teil von ihr ist in p enthalten. Die Verhältniszahl 
ist irrational. Ein Beispiel hierzu liefert das gleich- 
schenklig rechtwinklige Dreieck. Ist die Hypotenuse 
gleich p, die Kathete gleich q, so ergiebt sich p : q = ^ 2. 

In den Fällen a) und b) sind die Strecken p, q 
kommensurabel, im Falle c) hingegen inkom- 
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mensurabel zu einander. Jede irrationale Verhält- 
niszalil läsat sich bis zu jedem beliebigen Grad von 
Genauigkeit durch eine rationale ersetzen, 

3. Ist die Verbältniszahl der Strecken p, q gleich 
derjenigen der beidea anctern s , t, so beiaaen die vier 
Strecken proportional; die Gleiobaetzung heider Ver- 
hältnisse liefert die Proportion p : q =; 9 : t (p zu q 
wi. > z„ t). 

4. Die Proporti oDalität der Strecken wird zunächst 
dazu verwendet, an geometrischen Gebilden Strecken- 
paare aufzusuchen bezw. herzustellen , welche dieselbe 
Verbältniszahl haben wie ein vorhandenes Paar, 



g 88. Der Proportlonalsatz. 

1. Um 4 proportionale Strecken zu erhalten, geht 
man am einfachsten von einem Zweistrahl aus, der von 
zwei Parallelen geschnitten wird. In Fig. 72 entstehen 
dadurch auf dem einen Strahl die ^ 

Strecken AC, AB, und es wäre zu 
untersuchen, ob die Figur noch ein 
anderes Streokenpaar enthält, wel- 
ches eine Verhältnis zahl aufweist 
gleich der von AC : AB. 

Setzt man voraus, dasa die beiden 
Strecken AB, AC kommensurabel sind, 
so musa ein aliquoter Teil von AB in 
AC aufgehen. Ist dieser Teil in ''"''■ '^' 

AB selbst n-mal, in AC m-mal enthalten, so hat AC 
: AB den Wert m/n. Legt man nun durch die Teil- 
punkte Linien parallel mit CE, so wird AD in n, 
AE in m gleiche Teile geteilt, woraus auch für AE 
:AD der Wert m/n folgt. Daher ist AC : AB = 
ÄEtAD. 




Hosted by 



Google 




Sind hingegen die Strecken A C und 
AB iQkommensurabel, so zerlege mau 
(Fig. 73) AB in n gleiche Teile; 
AC wird nun mehr als m und weniger 
als (m + 1) solcher Teile enthalten. 
Das Verhältnis AC : AB ist dem- 



nach zwischen die Grenzen - 






sehen den Grenzen 



obigen analoges "Verfahren 
giebt Bich, dass auch AE; AD 2 
m + 1 , 



man u wählt, d. 

AB zeriälU, ui 

Folglich ist auch 

2. Wendet 



liegt. Je grösser 
. die Anzahl der Teile, in welche man 
lomehr nähern eich beide Grenzen. 
1 diesem PalleAC : AB = AE: AD. 
lan auf die soeben gefundene Pro- 
portion den Satz von der korre- 
spondierenden Subtraktion an , so 
kommt AB: (AC — AB) = AD 
: (AE — AD), d. h. AB : BC = 
AD : DE. 

3. Fig. 74. Es ist nach N"o. 1 
AC ; AB = AE : AD und nach 
No. 2 BC: AB ^ DE: AD, folg- 
lich AC:BC = AB .-DE. 

4. Ziehe durch D die Parallele 
zu AC, welche CE in P schneidet, (Fig. 74), so ist an 
dem Zweistrahl E nach No. 3 E C : C F = E A : A D. Weil 
aber BD = CF ist, so hat man auch CE : BD =^ AE: 
AD. Ebenso findet man CE : BD ^ AC : AB. 

Diese Ergebnisse lassen sich in Worten so fassen; 
Wird ein Zweistrahl von zwei Paralle- 




Flg. 7*. 
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le 



litte. 



litte 



, Strahls 
i ander 



oh je 



sprechend liegenden de 
rallelstrecken wie die vom Scheitel bis zi 
ihnen genommenen Abschnitte eines Strahles 
Bemerkmig. a) diese Sätze gelten auch noch, wem 
die Parallelen zu verschiedenen Seiten des Scheitels Liegen 
b) Sie finden Anwendung bei der Konstruktion des ver 
jungten Massstabes und des Proportionalairkels. 



g 89. Eehrsfttz. 

Die Teile 1, 2, 3 des Proportionalsatzes lassen 
uneingeaohräakte Umkehrung zu, /^ 

Bilden z. ~B. in Fig. 75 die Strecken 
ÄC, AB, AE, AD die Proportion 
A C : AB = A E : AD, so lässt sich 
indirekt zeigen, dass CEJ|BD ist. 
Wäre aSmlioh nicht CE, sondern CK 
die Parallele zu B D, so ist A C : A B 
=; AK : AD. Aus dieser und der 
gegebenen Proportion folgt AK ^ 
AE. Da nun diese Strecken gleich 
gerichtet sind, so fällt K mit E 
CE||BD, Ebenso beweist man die Kehrs ätze zi 
In Worten: 

ZweigeradeLinien, dieaufdenGer 
eines Zweistrahls proportionale Absch 




2,3. 
den 



§ 90. Aufgaben. 

1. Zu. den gegebenen Strecken a, b, c die vierte 
Proportionale x zu finden, so dass a : b — c ; x ist, 
Konstruktion. Auf den Geraden des ZweistrahlaE 
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. Die 



trage EF = a, EG= b, 
EH = c ab, ziehe FH und 
GJ||FH. Es ist EJ die 
verlangte Strecke s. 

Bemerkung, Ist x ein an- 
deres als daa vierte Glied 
der Proportion, so stelle man 
diese so um, dass x das letzte 
Glied ■wird. 



I gegebene Strecke AB ia dem gegebenen 
Verhältnis in : n zu teilen. 

Konstruktion. Fig. 77. 

Mache A C ^ m ; ziehe durch 

B die Parallele DE zu AC, 

so dasa B D = B E = n wird. 

Verbinde C mit D uad E; 

diene Linien schneiden AB 

in F und G , durch welche 

pjg 77 Punkte die gewünschte 

Teilung erfolgt. 

reis. Es ist AF: FB = AC : BD, und AG 

AC : BE; aber weil AC ^ m, BD = BE 

so erhält man AF : BF = m : n, AG : BG 




1 ist, 



3, Bemerkung. Man sagt , die Punkte F und G teilen 
AB im Tertältms m :n harmonisch. Ist nämlich m : n 
^3:1, so geben Saiten von den Längen AG, AB, AF 
Grundton, Quint, Oktav; ist m : n = 5 : 1, so erzeugen 
sie den Dreiklang (Grundton, Terz, Quint). Die Pytha- 
goreer nannten die Proportion (a — x) : (x — b) ^^ a : b 
eine harmonische. 

§ »1. TransTersalen. 

Eine nähere TTntersuchung der zweiten Aufgabe 
des vorigen Paragraphen liefert interessante Eigen- 
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gchaften der Schwerlinien 
eines Dreiecks. Es ist klar, 
dass — Pig. 78 — die Punkte 
F und G durch A, B und 
das Verhältnis m : n ein- 
deutig bestimmt sind. Ver- 
längert man demnach CA 
um sich selbst bis K, so 
muBs KE durch F und KD 
durch G gehen. Erhalt nun 
m ; ö den Wert 2 ; 1, so Pig. '8. 

sind AG, CD, KE die 

Schwerlinien des A GKG. Auch ist CF : FD ^ 
AG : ED = 2 : 1. In Worten: 

In Jedem Dreieck schneiden sich di 
dreiTransveraalen 
punkt) im Verhält! 

Bemerkung, Der Schwerpunkt ist der vierte 
merkwürdige Punkt des Dreiecks, 

§ 02. Hedianen. 

1, Die Thatsache, dass im gleichschenkligen Dreieck 
die Mediaue des Winkels an der Spitze die Grundseite in 
zwei gleiche Teile teilt, weist auf eine einfache Beziehung 
zwischen den beiden Ab- 
schnitten auf der dritten D 
Seite und den anstosseu- 
den Seiten für den Fall 
hin , das letztere nicht 
gleich sind. Dieser Zu- 
samuieuhang edl uud aa!- 

gedeckt werden. In 
Fig. 79 halbiere AF den 
4; A des Dreiecks B A C. 
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Wird CD II FA gezogen, so ist < a = j-, < ,s = ö; da 
aber ■< a = ;? ist, so folgt -j; j- = ^ und daraus 
AD = AC. Ferner ist BF: FC^BA: AD. Folglich 
BF : CF = AB : AC. Ebenso zeigt man, wenn ÄE 
den Ausseiiwinkel CAD halbiert, dass die Proportion 
gilt BE : CE = AB : AC. In Worten: 

In jedem Dreieck teilt die Halbierungs- 
linie eines Innen- oder Auaaen wiokels die 
Oegenseite im Verhältnis der anatossenden 
Seiten. 

Bemerkung, Wird der Zweistrahl B von den 
beiden Parallelen AF, DC so geschnitten, dass AF 
den -C BAC halbiert, so erhalt man die soeben be- 
nützte Figur. Hieraus ergiebt sich die Bedeutung der 
Hilfslinie C D und die Folgerung, dass der Medianen- 
aatz ein besonderer Fall des Proportionalsatzes ist. 

2. Als Halbierungslinien zweier Nebenwinkel stehen 
AF, AE senkrecht aufeinander; mithin geht der über 
FJ3 als Durchmesser beschriebene Kreis durch A. 
Dieser Kreia wird nach Apolloains von Perga (200 
V, Chr.) der Apollonische Kreia genannt. 

3. Der geometrische Ort eines Punktes, 
der von zwei gegebenen Punkten ein kon- 
stantes Verhältnis der Entfernungen hat, 
ist der Apollonische Kreis. 

g 93. Uebun^en. 

1. Werden zwei Geraden von drei Parallelen geschnitten, 
so sind die Abschnitte auf der einen Geraden den gleich- 
liegenden anf der anderen, proportional. 

2. Wird ein Dreistrahl von zwei Parallelen getroffen, 
so sind die gleichliegenden Abschnitte auf letzteren pro- 
portional. 

3. Ist in Fig. 74 ABC gerade, BD||CE, AB:AC 
= B D ; C E, so ist auch EDA gerade. 
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4. Die Diagonalen eines Trapezes schneiden sich im 
Verhältnis der Grundseiten. 

5. Teilt man die Seite AB des A ABC in D so, dass 
sich verhält AD : D B = m : n und zieht man durch D 
die Parallele zu BC, so wird auch AC in E im Verhält- 
nis m ; n geschnitten, und die Parallele DE ist gleich 

ÜT^. ■ ^<=- 

b Teilt man die Nebenseiten AB und DC des Tia 
pezea ABCD m gleicher Weise im Verhaltms von m a 
so ist die Verbittdungalmie der Teilpunkte den Gtundseiten 
parallel und gleich (mb -j- nd) (m -|- n) 

7 Schneidet eine Uerade die von emei Ecke eines 
Paiailelogiamms au'igeht 1 n von der Gegenseite ab so 
schneidet sie von der Diagonale 1 (n -]- 1) ib 

8 Wie heisren die Umkehrungen der Medianensitze 
und ihie Beweise'' 

*> Die 3 Schwerlimen zeiiegen das DrMeck in 6 gleiche 
Teile 

10 Zieht man durch den Schwerpunkt eines Dieiecks 
eine Geiade, so ist immer die Entfernung einer Ecke von 
dieser Linie so gioss wie die Summe ilor Entfernungen 
der z^^el andern Ecken 

11 Fallt man von den 3 Ecken und dem Schwerpunkt 
S eines Dreiecks Lote auf eine Gerade so ist das von S 
gefiUte Lot das arithmetische Mittel aus den 3 andern 

12 Wenn irgend eine Gerade die "selten eines Drei 
ecks schneidet (bez deren Verlangerungen) "jo sind die 
beiden Produkte je dreier nicht instosseadei Ali-.i.hnitte 
der beiten gleich (Satz des Menelaos) 

13 Umkehrung dieses Sitzes 

14 Die Halbieinngslmien zneier Drciecksminkel «nd 
die Mediane des Aussenwinkels an der dritten Ecke schneiden 
die Gegenseiten in drei Punkten die auf einer Geraden 
hegen 

lo Verbindet min einen Punkt mit den Ecken eines 
Dreiecks so teilt lede Verbindungslinie die Gegenseite 
derart in z«ei Abschnitte das« die beiden Produkte aua 
Uahler aeometrie T 
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je drei nicht anstossenden Segmenten einander gleich sind, 
(Satz des Bernoulh, auch Satz des Ceva genannt.) 

16. Umkehrung dieses Lehrsatzes. 

17. Die Verbindnngslinien der Ecken eines Dreiecks 
mit den Benihi-niigspunkten der drei den Cfegenseiten an- 
beschiiehenen Kreise schneiden sich in einem Punlcte. 
(Fünfter merkwürdiger Punkt des Dreiecks.) 

18. Durch den Pnnkt A eine Gerade zu ziehen, deren 
Abstände von B, C sich wie m : n verhalten. 

19. Eine Gerade za finden, deren Entfernungen von 
A, B, C sich wie ip ; n : p verhalten. 

20. Den geometrischen Ort eines Pnnktes zu finden, 
dessen Abstände Ton 2 Geraden das Verhältnis in : n haben. 

21. In einem Dreieck den Pnnkt zu finden , dessen 
Entfernungen von den 3 Seiten sich wie m : n : p verhalten. 

22. A »OS a, tb, to ; 23. A ms «, tt, t^ ; 24. A aus 
a, ha, b : c. 

25. Auf dem Umfang eines Kreises sind die Punkte 
C, B gegeben. Anf dem Kreise den Funkt A so zn finden, 
dasa AC:AB = m l n sei. 

26. In einem Trapez parallel den Grundseiten eine Ge- 
rade so zu ziehen, dass die von den Nebenseiten und einer 
Diagonale begrenzten Abschnitte gleich werden. 



13, Kaiiitel. Froiiortionale Strecken, ei'zeugt 
durch Wechsellinien. 

§ 94. Erklärungen, 

1. Fig. 80. Wendet man in der Figur des Pro- 
porti onalsatz es die eine der beiden Parallelen, z. B. 
DE, am die Mediane des Zweistrahls mn, wodurch sie 
in die Lage D'E' gelangt, so nennt man diese umge- 
klappte Linie D'E' samt der andern Parallele Wech- 
sel! inien. Ferner heissen die "Winkel AE'D' und 
ACE, die nach einer Zurüokklappung Gegenwinkel 
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würdea , korrespondi 
rende "Winkel. 

2. a) Weil 4: ;' = £,-< e 
S ist, so folgt <f; 7 ^ i). D, 

Korrespondier 
Winkel an Wechsel- 
linien sind gleict. 

b) Des weiteren ist AD' . 
= AD, AE' ^ AE. 80- ' 
mit gett die Proportion ^'*'- ^''■ 

AC: AB ^ÄE: AD in folgende über AG: AB = 
AE': AD', daher AC -AD' = AB- AE'. D. h. 




Wird t 



Hl 



uf de 



1 Zwei 

eitel &ui 

inen Ger 

.itte a« 



lil von zwei Wechsel 
ist das Produkt de 



SätE 



Bemerkung. Di 

3. Da ferner D'E' 

Portionen AC : BC — 

AD: DE die beiden 1 



gle 
ande 



= h de 



odukt 



e a, b lassen sich auch umkehren. 
= DE ist, so liefern die Pro- 
AE : ED und AB : BC = 
.den AC:BC = AE' 



: E'D' und AB : BG = AD' : D'E'. 

§ 95. Wecliselllnicn ain Dreieck und am Ereis. 



1. In fig. 81 
Dreiecks ABC. ] 



.d AE, BD ! 

Winkel 6, B 
ad korrespon- 

siud A E und 
Zweistrahl C. 



dierende Winkel ; mithi 

BD WechselUnien im 

Daher gilt die Beziehung CA: C B ^ 

AE:BD. D.h. In jedem 

verhalten sich die Höh 

kehrt wie die zuge 

Seiten. 
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2. Ist in Fig. 82 ABC ein recht- 
■winkligea Dreieck mit der Höhe 
AD, 80 ist bekannt , dasa die 
■^ n, iä gleich sittd. Auch liegen 
psie korrespondierend; mithin sind 
AD, AB Wechsellinien des Zwei 
Strahls C, Polglich ist b* = a ■ p 
ebenso c^ ^ a ■ c[, X>. h, 
inkligen Dreieck ist jede Ka. 



Projektion auf di, 



chnitte) 



thete mittlei 
potenuse und 
(Kathete naatz.) 

3. In gleicher Weise findet man h° = p ■ q. D. h. 
Im rechtwinkligen Dreieck ist die Höh« 
mittlere Proportionale zu den beidi 
[■ Hypotenuse, (Höhensatz.) 
. 4. Schneiden sich 

83 — zwei Sehneu AB, ED 
innerhalb oder ausserhalb eines 
Kreises, und zieht man AD, 
EB, so sind diese Geraden 
Wechsellinien, denn die korre- 
spondierenden Winkel a, ß sind 
einander gleich. Polglich ist 
CA • OB = CD ■ CE. Das- 
selbe Produkt liefert jede durch 
C gezogene Sehne. D. h. 

Legt man durch einen 
Punkt Linien, die einen 

E dasProduktaus den vom 

Fig.88. Punkte einerseits und 

tenfürjede Gerade dengleichen Wert. 
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5. Wird eine Sekante zur Tan- ^ 

gente — Fig. 84 — so aind auch 
dieaesmal BA, DAWechsellin" 
Demnach ist CA^ = OD ■ CE.c< 
Das nämliche Produkt liefert jede 
andere durch gezogene Sekante. 
Daher: 

Legt mau durch einen '"^' **" 

Punkt Sekanten und die heiden Taugenten 
an einen Kreis, so ist jede Tangente mitt- 
lere Proportionale zwischen den von dem 
Punkte einerseits und dem Kreise andrer- 
seits hegrenzten Abachitten auf jeder Se- 
kante. (Tangentensata.) 

Bemerkung. Wie heissen die Kehrsätze zu Jfo. 4, 5 ? 

g 96. Aufgabe. 

Zu zwei gegebenen Strecken p, q die mittlere 
Proportionale zu finden. 

Konstruktion. Schneide 
auf einer Geraden — Fig. 85 — 
AB = p, BC = q ab. Er- 
richte über AC als Durch- 
messer den Halbkreis und auf 

AC in B das Lot. Beide 

Linien schneiden sich in E. pj„ gj 

Es ist BB die gesuchte Pro- 
portionale, — Beweis nach § 95, 3. 

g 97. Die steüge Teilung. 

1. Der Satz 5 des Paragraphen 95 enthält einen 
interessanten speziellen Ball. Wird nämlich die Figur 
81 so entworfen, dass CB Zentrale und die Tangente 
CA so laug wie der Durchmfesaer wird — Fig. 86 — 
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so gilt immer C A'' = C D ■ C E 
oder jetzt DE^ = CD • OB. 
2. Eine Strecke ist stetig 
geteilt, wenn der grössere Ab- 
schnitt (Maior) mittlere Pro- 
portionale zwischen der ganzen 
Strecke und dem kkiaeren Teil 
Fig 85 (Minor) ist. In Fig. 86 ist 

EC in D stetig geteilt. Die 

stetige Teilung heisst auch der goldene, göttliche Schnitt 

(aectio aurea, divina). 

3. Macht man in Fig. 86 CF = CD, so ist zu- 
nächst nafih dem Tangentensatz CB :CA = CA:CD, 
hieraus (CE — CA): CA = (CA — CD): CD. In- 
dessen ist ED = AC, CF =--= CD. Daher CF : CA 
= AF : CR D. h. ÄC ist in F stetig geschnitten. 

4. Da sowoM AC als auch EC nach dem goldenen 
Schnitte geteilt sind, so ergiebt sich durch 2usar 
neiimen beider Resultate: a) "Wird eine stetig g 
Strecke (ED ^ AC) um den Maior (DC = FC) ver- 
längert, so ist die ganze Strecke (E C) stetig geteilt, 
b) Wird auf dem Maior (A C = ED) einer stetig ge- 
teilten Strecke (E 0) der Minor (F C — D C) abgetragen, 
so ist ersterer (A C) stetig geteilt. 

§ 98. Aufgabe. 

Die gegebeae Strecke ÄC stetig zu teilea. 

Konstruktion. Fig. 86. Errichte auf AC in A 
das Lot OA— '/» AC. Beschreibe um den Kreis, 
der AC in A berührt; ziehe 00. Diese Oerade 
schneidet den Kreis in D. Trage auf C A die Strecke 
CF := CD ah, so ist AC in F wie verlangt geteilt. 
— Beweis nach § 97, 3. 
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% 99. Das regrelmässige Zehn- und Fttnfzehn«ck. 

1. Eine nach dem goldnen Schnitt zerlegte Strecke 
kann in frachtbarer Weise zum Aufbau geometrischer Fi- 
guren verwendet werden. Dieser Paragraph zeigt, wie die 
Konstruktion des regulären Zehnecks damit zusammen- 
hängt. In Fig. 87 sei AB die Zehueokseite , C der 
Mittelpunkt des um das Polygou be- 
schriebenen Kreises. Der ^ y ist 
daher ^ 36°, folglich -C a = /) = 72°. 
Halbiert man < CAB durch AD, 
80 ist <^ a' — (t" — 36". Ferner 
-^ cS — 72". Diese Rechnung fuhrt 
zu der Thatsache, dass CD = AD 
^ AB ist. Sie zeigt aber auch, dass 
AD, AC Wechsellinien des Zwei- 
strahles B sind. Deswegen gilt die 
Gleichung AB' = BD • BC, und " pjg 
weil CD ^=; AB ist, auch die andere 
CD' = BD • BC. D. h. BC ist in D steti; 
und AB ist gleich dem Maior. In Worten: 

Die Seite des regulären Zehnecks ist gleich 
dem Maior des stetig geteilten Radius. 

2. Aufgabe. In eiaen gegebenen Kreis eiu regel- 
mässiges Zehneck zu konstruieren. 

Konstruktion, Teile einen Radius stetig und trage 
den Maior zehn mal aufeinanderfolgend als Sehne eia 

3. Mit Hilfe des Zehnecks Ksst eich luf einfache 
Weise das reguläre 5, 20, 40, 80 Eck geii innen 

4. Der Zentriwinkel des regelmässigen Sechsecks 
ist 60", derjenige des Zehnecks 16°, der Tjnterachied 
beider Winkel beträgt 24". Ba abei 360" 24" = 15 
ist, so wird damit auch die Herstellung des regel- 
mässigen 15-Ecks angedeutet. Fortgesetztes Halbieren 
der Zentriwinkel liefert das 30, 60, 120 . . . Eck. 



i; geteilt 
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5- Mit Zirkel and Liaial lassen sich nun folgende 
reguläre Polygone konstruieren : das 3, 6, 12 . . . Eck, 
daa 4, 8, 16 . . . Eck, das 5, 10, 20 ... Eck, daa 15, 
30, 60 . . . Eck. Ausser diesen ist die Herstellung 
eines n-Ecks möglich, wenn n eine Primzahl und wenn 
zugleich (ö — 1} eine Potenz voo 2 ist; also z. B, 
daa 17, 257, 65 537-Eck. Diese Thatsache hat Gauss 
1796 gefunden. Die anderen regelmässigen Vielecke 
a durch Annaherungs verfahren konstruiert werden. 
Ein solches für jedes a > 5 pas- 
sende wurde voa Karl Bernhard 
Sachsen - Weimar angegeben. 
Man teile — Fig. 88 — den Darch- 
sser AB in n (hier 7) gleiche 
, Teile, verlängere AB bis C und 
den zu A B senkrechten Radius 
OF bis E um je einen Teil. 
Ziehe CE, welche Linie den Kreis in D schneidet. 
Verbinde D immer mit dem dritten Teilpunkte H 
(von B aus gerechnet). Die Strecke J) H ist mit grosser 
Annäherung die Seite des gesuchten n (hier 7) Ecks. 

§ 100. Bemerkungen znm goldenen Schnitt. 

In seiner Abhandlung „divina proportione" be- 
handelt (1497) LucaPaciuoIi den goldenen Schnitt 
ziemlich ausfuhrlich. Er führt 13 Beziehungen an 
einer stetig geteilten Linie auf, die er Wirkungen nennt. 
Die grosse Arbeit von Pfeiffer (1885) „Der goldne 
Schnitt und dessen Erscheinungsformen in Mathematik, 
Natur und Kunst" hat es wahrscheinlich gemacht, dass 
die stetige Teilung häufig auftritt. Pfeiffer untersuchte 
diesbezüglich den menschlichen Körper, Tiere, Pflanzen, 
Werke der Bau- und Tonkunst, der Plastik, der Malerei. 
Man vergleiche aach Zleiaing „Die Proportionen des 
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menschlichen Körpers", 1854, und Lersch, „Die har- 
moniBchen Verhältnisse in den Bahnelementeu des Pla- 
netensystems", 1880. Wird die zu teilende Strecke = 
1 gesetzt, so ist der "Wert des Maior — '/j ( — 1 + V~5)- 
Verwandelt man diesen Ausdruck in einen Kettenhruoh, 
so erhält man 1 

"+ 1 

1 -\- 1 

1 +.. ^ 
Die Näherungswerte deaselhen sind 1, '/ii '!>■< 7'i ''" 
n. s. f. — Lame'ache Beihe, — Diese Brüche gehen 
merkwürdiger Weise die Stellung der Blätter, der 
Schuppen an den Zapfen und dergl. an. 

§ lOI. Uehnngeu. 

1 Kehrsatz zu § % 2 

2 Kehrsata zu ö ^lo, 3 

3 Der Schnittpunkt der H hen eines Dreiecks teilt 
jede Hohe in zwei Abschnitte uiii es siiil lie diei Pio 
dokte aus den beiden Abschn ften derselben Hol» ein 
andei gleich 

i Die mittlere Proportionale von zmei '^trecken i&t 
klemei als deren anthmetiscbes Mittel 

5 Bemkren sich zwei Kreise von aussen so ist das 
Stnck der gemeinsamen Tangente zwischen den Beruhrutigs 
punkten mittlere Proporti onile zn den beiden Duich 



6 Im recht« iTikligen Dreieck ■verhalten tiich die K% 
thetenquadrite wie die Projektionen der Litheten inf die 
Hypotenuse 

7 Schneiden st h zwei Kreise und man zieht Tcn 
emem Punkte der verlängerten gemein imen Sehne die 
Tangenten an die Kreise so sind deien Abschmtte bis zu 
den Berührangspnnkten gleich Eine Linie von soltl i.r 
Eigenschaft heis f Chordale 
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8. Sind A , B die Zentren, r und p, die Radien beider 
Kreise, C ein Punkt der Chordale, so ist AC" — CB' 
^ r' — e'. 

9. Die Chordale steht auf der Zentrale senkrecht. 

10. Welche Linie ist Chordalc, wenn sich die Kreise 
berühren ? 

11. Wie erhält man die Chordale, wenn sich die Kreise 
nicht schneiden? 

12- Die Chordale halbiert die äusseren und die inneren 
gemeinschaftlichen Tangenten. 

13. Die drei Chordalen dreier Kreise schneiden sich in 
einem Punkte. 

14. In einem rechtwinkligen Dreieck sei eine Kathete 
die mittlere Proportionale au der Hypotenuse und der 
andern Kathete. Es sollen Eigenschaften dieses Dreiecks 
angegeben werden. 

15. Zieht man im regulären Fünfeck zwei sich schnei- 
dent« Diagonalen, so teilt der Schnittpunkt jede stetig und 
der Maior ist gleich der Fünfeckseite. 

16. Im reg. Fünfeck werden zwei nicht aufeinander- 
folgende Seiten bis zum Schnitt Terlängert. Wie lang ist 
jede Verlängerung? 

17. Gegeben ist L und der Punkt A. Durch A wird 
irgend eine Linie gezogen, welche L in B schneidet; anf 
BÄ wird der Pnnkt X so bestimmt, dass AB ■ AX = a' 
ist. Welches ist der geometrische Ort des Punktes X? 

18. Die mittlere Proportionale zu a, b mittelst des 
Kathete nsataes , des Sehnensatzes, des Tangentensatzes zu 
finden. 

19. In dem bei A stumpfwinkligen Dreieck ABC von 
A nach BC die Linie AE so zu ziehen, dass AE' = 
BE ■ CE werde. 

20. © ans A, B, L; 21. aus A, L, L'; 22. aus 
A, B, K. 

23, Auf der gegebenen Geraden L den Punkt X zu 
finden, von dem aus die gegebene Strecke AB unter dem 
grössten Winkel erscheint. 

24. Einen Kreis zu finden , der durch A, B geht nnd 
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so li gt dias äi'' von C aa ihn gczjgeue Tangente ^ t 
werde 

25 Emen Winkel von 18° za konatraieren 

26 lieber dei festliegenden Strecke AB als Seite des 
Zehnecka oder des Funfzet lecks das geninnte legelmässige 
Vieleck zu konstruieien 

27 degeben ist der Zweistnhl LL unl der Pnjikt 
Ä Durch A eine die L m X die L in \ schneidende Linie 
so zu ziehen dass A\ AI ^= a' weide 



14. Kapitel. Aehnlichlieit der Vielecke. 
% 102. Elnfaiii-uug. 

1. Zwei Vielecke von gleicher Seitenzahl heiasen 
ähnlich (^), wenn die Winkel des einen den "Winkeln 
des andern einzeln verglichen gleich und alle ent- 
sprechenden Seiten proportional sind. Z. B. ist Vier- 
eck ABCD'^A'B'C'D',wenn<A- A', < B ^ B', 
^ C = C', < D = D', und AB: A'B'^BC ; B'C' 
= CD : CD' ::^DA:D'A'oder AB: BC : CD : DA 
= A'B':B'C':C'D' : D'A'. 

2. Aehnliohe Vielecke haben gleiche Gestalt; kon- 
gruente Vielecke sind auch ähnlich, 

3. Sind zwei Vielecke einem dritten ähnlich, so 
sind sie auch unter sich ähnlich. 

4. Wenn von zwei kongruenten Vielecken das eine 
einem dritten ähnlich ist, so ist auch das andere dem 
dritten ähnlich. 

§ 103. Jlie Aelintichkeit der Dreiecke. 

1. Zieht man in einem Dreieck zu einer Seite die 
Parallele, so wird ein zweites Dreieck abgeschnitten, 
das dem gegebenen ähnlich ist. 

2. I. Aehnlichkeitssatz ; Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn zwei Seiten des einen zweien 
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Beweis. Fig. 89. 
Ist in den A ABC 
und DEF < ^ = e, 
AB;BC = DE:EP, 
so trage man auf B C 
dieStreckeBK = EF 
abuadzieheKLIlCA. 
Nun ist AB : EC = 
BL;BK. Aus dieser 
Vorana Setzung ergiebt 



sich BL = ED. Mithin A BLK ^ DEF. Nach 
No. 1 ist BLKcv> ABC, daher auch DEF es; ABC. 

3. 11, Aehnlichkeltssatz : Zwei Dreicke sind 
ähnlich, wenn zwei Winkel des einen zweien 
Winkeln des andern gleich sind. 

Beweis. Fig. 89, Ist diesesraal <iS = e, ^5- = ^, 
so konstruiere man wie vorhin. Dadurch wird ^x — 'y; 
aber es ist ■< J" = 9"; daher ist ^ k ^ 9». Nun ist 
A BKL ^ DEF und kraft der gleichen ächlussreihe 
wie vorhin A DEF -^ ABC. 

4. III. Aehnlichkeitssatz. Zwei Dreiecke aiad 
ähnlich, wenn die drei Seiten des einen 
denen des andern proportional sind. 

Beweis. Fig. 89. Es ist vorausgesetzt A B : B C : 
AC = DE:EF:FD. Konstruiere wie oben; dann 
ist AB:BC:AC — BL:BK:KL. Beide Proportionen 
liefern das Ergebnis BL = ED, KL — FD. Mithin 
iatABKL^DEF uud damit auch aDEFcnj ABC. 

5. IV. Aehnlichkeitssatz ; Zwei Dreiecke sind 



nlich, 
des&udernproportii 



nddi( 
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Ton beiden SeiteEgegenüberliegeodeu Win- 
kel gleich sind. 

Beweis. Fig. 89. Die Voraussetzung ist AB : BC 
:^ DE : EF, <(: y — f. Man konstruiere wie oben. 
Dadurch erhält mau AB:BC = BL:BK; also ist 
BL = ED. Auch ist 4; k = y, *p y — <p-^ somit ist 
< K = y i folglich ist A B K L 2S E !?■' D und hiermit 
anch A DEF^ ABC. 

6. Bemerkung, a) Die G-estalt eines Dreiecks jatdurch 
zwei von einander unabhängige Bedingungen bestimmt, 
b) Die Aehnüchkeit der Dreiecke ist ein vorzügliches 
Mittel, die Gleichheit zweier Winkel oder die Pro- 
portionalität von Strecken zu erweisen. 

7. Zusatz, la ähnlichen Dreiecken haben je zwei 
homologe Höheu, Tranarersalen, Medianen, Radien das 
gleiche Verhältnis wie zwei entsprechende Seiten. 

g 104. Aufgahe. 

Viele Kon strukt jonsauf gaben werdei 
gelöst, dass man (n— 1) der gegebener 
dazu benützt, die Gestalt der gesuchten Figur her- 
zustellen; die so erhaltene Figur wird unter Beibehal- 
tung der Gestalt so vergrössert bezw. verkleinert, dass 
flie noch die n-te Bedingung erfüllt. 

Beispiel: A ^'^^ a:b;c^; ^ a n p tu 



1 der Weise 



Ko 



struktic 



. 90.- 



Zeichne das A AB'C ausB'C 
= m, C A = n, A B' .= p. Dieses 
ist die Gestalt des gewünsch- 
ten Dreiecks. Hierauf ziehe 
AD' 1 B'C' und trage darauf 
AD = ha ab; Bcbliesslioh lege 
ß C II B' C durch D. A A B C ist 
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§ 105. Satz dea PtolemHus. 

Die Seiten und Diagonalen eines Sehnen Vierecks 
stehen in einer einfachen Beziehung zu einander, die 
durch die Aehnlichkeit der Dreiecke erschlossen wer- 
den kann. Macht man nämlich in dem Sehnenviereck 
ABOD < BAK^DAC, so ist A ABK ^^ DAC. 

^ Hieraus folgt a : BK zz: e : c oder 

a . c := e . B K. Aus der Aehnlich- 
keit der Dreiecke AK D und AB 
ergieht sich ehenso b , d — e. DK. 
Addiert: ac + bd = e . (BK: + 
DK) = ef. D. h. 

In jedem Sehnen viereck 
ist das Produkt der Diago- 
nalen gleich derSutameder 




§ 106. Hebungen. 

1. Aehnliche Polygone werden durch die Diagonalen, 
die von zwei homologen Ecken ausgehen , in paarweis ähn- 
liche Dreiecke zerlegt. 

2. Parallelogramme sind ähnlich, wenn zwei anstossende 
Seiten gleiches Verhältnis haben und die eingeschlossenen 
Winkel einander gleich sind. Rechtecke sind ähnlich, wenn 
zwei anatossende Seiten gleiches Verhältnis haben. Ehomben 
sind ähnlich, wenn sie in einem Winkel übereinstimmen. 

3. Die Umfange ähnlicher Vielecke verhalten sich wie 
ein Paar homologer Seiten. 

4. Die Umfange regelmässiger Vielecke von gleicher 
Seitenzahl verlialteu sich wie zwei entsprechende Strecken. 

5. Ein Vieleck mit einer gegebenen Seite zu konstruieren, 
welches einem gegebenen Vieleck ähnlich ist. 



8. & ans ß,y, w»; 9. A ■ 



; bb = I 



, y, e- 
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10. Rechtwinkliges A aus b ■ c — m : n, h. 

11. Gleichschenkliclies A aus a : b ^ m : n, hb. 

12. Rechteck aus a : b = ra : n, e. 

13. Rhombus aus e : f — in ; n, a. 

14. Tiereck aus a : b : o ; d = m ; n. ; p r q, a, e. 

15. Viereck aus a ; b ^ m : n, ,», < f d, < f c, e. 

16. Dem gegebenen Dreieck A B C ein Quadrat eüiau- 
besehreiben. (Zeichne über BC als Seite nach aussen das 
Quadrat B C D E und verbinde Ä mit E und D.) 

17. In einen Sektor ein Quadrat eu beschreiben, so 
dass zwei Ecken auf dem Bogen liegen. 

18. In ein Dreieck ein Rechteck zu beschreiben, dessen 
Seiten sich wie m : n verhalten. 

19. In jedem Dreieck ist w'a ^ b c — u. v. 

20. Sind in einem Dreieck zwei Medianen einander gleich, 
so ist das Dreieck gleichschenklig. (Satz des Prof. Lehmus, 
Berhn 1840.) 

21. In jedem Dreieck ist b , c ^ 2r . hg. 

22. In jedem Dreieck ist die Entfernung des Zentrums 
des Umkreises von dem des Inkreises gleich yr.(r-Se), 

23. Welchen Satz erhält man aus dem Ptolemäischen, 
wenn das Sehnenviereck in ein Rechteck übergeht. 

24. G aus A, L, K. 

25. In dem A AB C sei H der Schnittpunkt der Höhen, 
ferner S der Schwerpunkt des Dreiecks und der Schnitt- 
punkt der Mittellote OD, OE, OF auf den Seiten BC, CA, 
AB. Zu beweisen, dass 

a) AH = 2 .OD, BH = 2 .OE, CH = 2. OF ist; 

b) die Punkte 0, S, H auf einer Geraden liegen und 
H S = 2 S ist ; (Satz des Euler.) 

c) die Mitte von OH das Zentrum eines Kreises ist, 
der dnrch die Mitten der Seiten und der oberen 
Höhenabschnitte wie auch durch die Fusspnnkte 
der Höhen geht. (Feuerbach' scher Kreis, 1822.) 

26. B und C sind die Zentren zweier Kreise, BD und 
CE zwei gleichgerichtete, BD nnd CF zwei gegengerichtete 
parallele Radien, Die Linien DE und DF schneiden die 
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Zentrale in Ä und I \( eiche PunkU dl« \ ehn lic hkeits- 
pnnkte dei Kreise und zwai A der dussore, J der 
innere genannt weiden Es ist zo zeigen dass A und J 
feste Punkte der Zentrale sind ferner dass Ä der Schnitt- 
punkt der du'j&eien gemeinsamen. Tangenten J derjenige 
der inneren gemeinsiraen Tangenten ist 
27 O aus A k K' 



15. Kapitel. Die Aasmessung geradliniger 
Figuren. 

§ 107. Das Verhältnis lon Inhalten. 

1. TJm das Verliäitnis der Inhiilte zneier gerad. 

linigen Figuren zu ermitteln , geht man erfahrungs- 

, gemasa von zwei Eecht- 



__^__^ H 



ecken ABCD, EFGH 
aus, — Fig 92, welche 
glcn,he Grundseite AB 
= EF haben. Sind die 
Hühen BC u. FG kom- 
menaurabel, so wird das 
gemeinsame Mass iuBC 
mmal und in FG nmal 
"^^ "*" enthalten sein. Die durch 

die Teilpunkte zu der Grundseite parallel gezogenen 
Linien zerlegen das Rechteck ABCD ia m, das Recht- 
eck EFGH in n untereinander gleiche Eechtecke, 
Daher ABCD: EFGH = ra :u; weil aber aber auch 
BC:FG — m:n, so folgt ABCD; EFGH = BC:FG. 
Man kann jedoch in einem ßechteok jede Seite zur 
Gruudseite nehmen, mithin : 

Zwei Rechtecke mit gleicher Grund- 
Seite (Höhe) verhalten sich dem Inhalt nach 
wie die Höhen (Grundseiteu). 
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"Wenn die Höhen nicht kommensurabel sind , so 
wende man zur Beweisführung ein Verfahren an, das 
dem g 88, 1 analog ist. 

2. Haben die ßechtecke F und P' neben den iin- 
gleichen Höhen h, h' auch noch ungleiche Grundseiten 
g, g'j ao konstruiere mau zur Ermittelung des Inbalts- 
verhältnisses das Rechteck F" mit der Grundseite ^= g 
und der Höhe = h'. Alsdann ist nach No, 1 F ; F" := 
h : h', ferner F" : F' — g : g' ; daher F : F' = g . b : g' . b'. 
D. h. 

DielnhaltezweierEeohteoke verhalten 
sich wie dieProdukte ans z wei anstossend en 
Seiten. 

3. Jedes Parallelogramm lässt sich in ein Becbteck 
mit gleicher Grundseite und Höhe verwandeln, und 
jedes Dreieck ist die Hälfte eines Parallelogramms von 
gleicher Grundseite und Höhe. Daher : 

a) Die Inhalte zweier Parallelogramme 
oder Dreiecke mit gleicher Grundsei te (Hohe) 
verhalten sieb wie die Höhen (Grund sei ten). 

b) Die Inhalte zweier Parallelogramme 
oder Dreiecke verbalten sieb wie diePro- 
dukte aus Gruodseite und Höbe. 

4. Stimmen zwei Dreiecke in einem Winkel über- 
A ein - Fig. 93 - wie 

ABC,DBF wo<B = E 
ist, so lässt sieb der für 
das Verbältais der Inhalte 
gefundene Ausdruck um- 
formen. Fällt man näm- 
lich die Lote AK u. DL, 
so ist AK : DL = AB: DE, 
somit ABC : DEF = AB . BC :DE . EF. D.h. 

Habler, Qeametiie. a 




Fig. B3. 
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Winkel übereinstimmen, verhalten aichwie 
die Produkte der diesen Winkel einschlieaaen- 
den Seiten. 

5. Ist ausserdem noch ■< A ^= D, so sind die beiden 
Dreiecke ähnlich, daher AB : DE = BC : EF. Das 
Verhältnis der Inhalte wird demnach ABC:DEF = 
BC : EF=. In Worten; 

Die Inhalte aweier ähnlicher Dreiecke 
verhalten sich wie die zweiten Potenzen 
homologer Seiten. 

g 108. Die Berechnung^ von Inhalten. 

1. Die Flächeneinheit ist dasjenige Quadrat, 
dessen Seite die Längeneinheit misst. Den Inhalt einer 
Figur ermitteln heisst angeben, wie oft die Flächen- 
einheit itt ihr enthalten ist. Hierbei kann eine rationale 
oder irrationale Masszabl gefunden werden, 

2. Ist F der Inhalt eines ßechteoks mit der Gmod- 
seite g und der Höhe h, so verhält sich F zur Flächen- 
einheit wie g . h ; 1 . 1 ; woraus F = g . h folgt. D. h. 

Der Inhalt eines Eeobtecka ist gleich 
dem Produkt zweier anatossender Seiten 
(eigentlich: Produkt der Masszablen zweier etc.) 

3. Der Inhalt eines Quadrats von der Seite 
a ist gleich der zweiten Potenz der Seite a, 
gleich a'. 

4. Bemerkung. Das Produkt zweier Strecken kann 
hiernach immer als Inhalt eines Hecbtecka, und die 
zweite Potenz einer Strecke immer als Inhalt eines 
Qnadrata gedeutet werden. Darauf beruht die in § 82 
gewählte Eezeichnungs weise. 

5. Das Ergebnis der No. 2 in Verbindung mit 
§ 107, 3 liefert die Sätae: a) Der Inhalt eines 
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Parallelogramms ist gleich dem Produkt 
aus Grundaeite und Höhe, b) Der Inhalt 
eines Dreiecks ist gleich dem halben Pro- 
dukt aus Grundseite und Höhe. 

6. Da jedea Trapez durch eine Diagonale in zwei 
Dreiecke zerfällt, so ist sein Inhalt gleich dem 
Produkt aus der Höh e un d der halben Summe 
der Grundseiten. 

7. Verbindet man im regulären n-Eck das Zentrum 
mit den Ecken, so erhält man n kongruente Dreiecke, Ist 
nun a die Seite des Vielecks, e ihre Entfernung vom 
Zentrum, so iat der Inhalt des Polygons 

S. Der Inhalt eines beliebigen Vielecks kann in 
der Weise gefunden werden , dass man es durch Dia- 
gonalen von einer Ecke aus in Dreiecke zerlegt, deren 
Inhalte mau berechnet nnd addiert. Oder; Man ziehe 
(am zweckmäasigstea) die längste Diagonale und falle 
von den übrigen Ecken Lote auf dieselbe. Dadurch 
zerlegt man die Figur in rechtwinklige Dreiecke und 
Trapeze, Die Inhalte derselben ermittelt und addiert man. 

% 10». Der Inhalt eines Dreiecks. 

In diesem Paragraphen soll der Inhalt F eines Drei- 
ecks gefunden werden, dessen Seiten die Längen a, b, c 
haben. Um diesen Zweck zu erreichen , ist ea not- 
wendig, die Höbe h — Fig, 61 — zu berechnen. In 
§83,1 wurde die Beziebungaufgestelltc°=:a° + b' — 2ap, 
Hieraus folgt p — (a" -|- b' — c') : 2 a. Nun ist 
h^ = b» - p' = (b -J- p) . (b - p) 
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_ 2ab + a' + b' — c ' 2ab — a' — b' + e' 
~ 2a • 2a 

^ (a + b)'-c' ^ c- + (a-br 

_ (a + b + c) ■ (a + b - c) ■ (c + a - b) ■ (c - a + b) 
~ 4a' 

Setzt man zur Abkürzung a + b + c = 2 a, ao ist 
— a + b + c = 2(s — a},a — b + o = 2(a — b),a + b — 
=z 2 (s — c). Mitbin nimmt obiger Ausdruck folgende 
Form an: 

^^.^2 s.2(B-a).(B-b).(s -^ ^^^^^ 



a b = 2 Vi: (3-^a).(3-b).(3-~ c) oder 
F = ys . (9— a) . (s-b) . (s— c) 

g 110. Ueltuu^en. 

1. Zwei Parallelogramme , die in einem Winkel über- 
einstimmen , verhalten sich wie die Produkte der diesen 
Winkel einschliessenden Seiten. 

2. Wenn awei inhaltsgleiche Dreiecke in einem Winkel 
übereinstimmen, so sind anch die Produkte der diesen 
Winkel einschliessenden Seiten gleich. 

3. Die Inhalte zweier äknliclier Vielecke verhalten sich 
wie die Qnadrate homologer Seiten. 

4. Die Inhalte zweier regulärer n-Ecke verhalten sieh 
wie die Quadrate homologer Strecken. 

5. Errichtet man nher den Seiten eines rechtwinkligen 
Dreiecks als homologe Seiten, ähnliche Figuren, so ist der 
Inhalt der Hjpotenusenfigur gleich der Summe der Inhalte 
der Kathetenfiguren. 

6. Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist — ^ — -. 

7. Der Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks von der 
Seite a ist ^' ' *'^. 
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8. In jedem Dreieck ist q = 1/ an i Z ^ M . — } !' - 1 ^" "■> . 

,.=|/OiHIOEEi). 

9. In jedem Dreieck ist p . pa . pb ■ pc = F*. 

10. In jedem Dreieck ist r — a . b . c : 4 F. 

11. Berechne den Inhalt eines Dreiecks aus a = 13, 
b ^:^ 14, c ^= 16. (Beispiel des Heron von Alexandtien 
150 V. Chr.) 

12. Finde den Inhalt eines Ehombus ans den Dlago- 
ualen e, f. 

13. Ein gegebenes Dreieck in ein gleichseitiges zu ¥er- 
iraiideLa. 

14. Ebenso in ein rechtwinklig gleichschenkliges. 

15. Ebenso in ein gleichschenkliges mit gegebenem 
Winkel an der Spitze. 

16. Dai9 gegebene A A B C dnrch eine Gerade parallel 
B C zn halbieren. 

17. Zwei ähnliche Vielecke sind gegeben. Es soll ein 
drittes diesen ähnliches konstruiert weiden, das gleich der 
Summe bez. der Differenz der beiden ist. 

18. Sind a, b, c, d die 4 Seiten eines Kreisvierecka 



. cm. DiaEo»,!,, 


■°"'"=r 


ab-fcd 


19. Sind a, b, c 


, d die Seiten t 


'ines Seimen Vierecks 


kl > + b + ( 


i-h A = 2s, sc 


> ist dessen Inhalt 



F =y(s_a) . (s-b). (s-c) . (s-d). 

Anleitung: Man falle in dem Viereck A'BCD von Ä 
die Höhe AE auf BC und von C die Höhe CF auf AD; 
dann ist, wenn AE mit h und BE mit p bezeichnet wird: 

^s=-' "■=•■-■■' 

nnd e gleich dem in No. 18 angegebenen Wert. 

20. Leite ans diesem Satze die Formel für den Inhalt 
eines Dreiecks ab. 



ABCD = ^^.b; p=^ 
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21. Fällt man Ton einem Punkte im Innern eines 
Dreiecks die Lote auf die Seiten , so ist die ISumme der 
drei Verhältnisse aus je einem Lot und der zu ibm parallelen 
Höhe gleich 1. 



16. Kapitel. Die Aasmessang des Kreises. 

§ 111. B«rec)mnn^ regelmässiger Vielecke. 
1. Aufgabe : Der Badiua r und die Seite Sn des 
in den Kreis beschriebenen regulären Polygons sind 
gegeben. Man soll die Seite S2ii des einh es cbri ebenen 
Vielecks von doppelter Seitenzahl durch Rechnung er- 
mitteln. 

Lösung, Fig. 94. Ist BC die 
Seite des n-Ecka, ÄE 1 BC, so ist 
EC die Seite des 2n-Ecks. Im A 
EAC ist nach § 83s|n = 2r= — 
2r.AD. Der Wert für AD er- 
giebt sich aus dem A ADO. Man 




findet AD = l/r'_fi5.f Somit 



. Zusatz; Die Seite s^ dea regelmässigen 6-Bcks 
lat Bj = r. Trägt man diesen Wert in die soebea ge- 
fundene Formel ein, so erhält man die Seite des 12-Ecks, 
nämlich s^^ = r . )''2 — 2l/l — ■/* =^ r]'''2 — ys; 

Ebenso berecbnet man s,,, s^j etc. 

3. Aufgabe: Der Hadius r und die Seite Su des 
in den Kreis einbeach riehen en regelmässigen n-Ecka 
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siad gegeben. Man soll die Seite Sn des um den Kreis 
beschriebenen regulären n-Eoks ermitteln. 

Löaung. Fig. 94, Ist BC die Heite sq des ein- 
beschriebenen n-Ecka AEIBC, KL || B C, so ist KL 
die Seite Sn dea umbeschri ebenen n-Ecka. Aus der 
Aahnlichkeit der Dreiecke ABC und AKL folgt 
SB:3n = r:AD. Daher Sn — r . Hn : AD. "Wie vorhin 

ist AD = }/t^ — [^f ; folglich Sa :- r . Sn : 1,/r' — ^ 

4. Zusatz: Diese Formel liefert für s, = r den Wert 
Sg = r : Vi— ". = 2 r : ya"; für s,, = r }'2 — W den Wert 
S„ = 2r (2 — VF) u.e.f. 

g 112. Die Bektifikation des Kreises. 

1. Die Aufgabe, einen Kreis zu rektifizieren, 
d. h. eine Strecke von der gleichen Lange wie die 
Peripherie eines Kreises zu finden, kann, wie Linde- 
mann 1882 gezeigt bat, durch eine planimetrisobe 
Konstruktion nicht gelöst werden. Demnach erledigt 
man die Rektifikation annäherungsweise und zwar so- 
wohl durch Rechnung als auch durch Konstruktion, 

a) durch Rechnung: 

2. Kreise sind ähnliche Figuren. Die Umfange 
ähnlicher Figuren verhalten sich wie zwei homologe 
Strecken. Daher ist das Verhältnis der Umfange P 
und P' zweier Kreise gleich demjenigen ihrer Durch- 
messer d und d'. D. h. P:P' = d:d'oderP:d = P';d'. 
In Worten : 

In allen Kreisen ist das Verhältnis 
der Peripherie zum Durchmesser unver- 
änderlich. 
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Dieae konstante Verhältaiszahl wird mit n be- 
zeichnet (™ das griechische p, Peripherie). 

3. Es ist einleuchtend, dasa der Umfang des ein- 
beschriefaenen regulären n-Ecka kleiner und der Umfang 
des umbeach rieben eil regulären u-Eoks grösser als die 
Peripherie des Kreises ist. Der Fehler, den man be- 
geht, wenn man den Umfang eines der beiden Vielecke 
als Peripherie des Kreises nimmt, wird um so kleiner, 
je grösser die Seitenzahl des Polygons 
Die Peripherie des Kreisen ist di( 
same Grenze, der sich dieUmfänge 
undumbeschriebenenVieleckebeiunbeschränk- 
ter Vermehrung der Seitenzahl nähern. 

Ausgehend vom regelmässigen G-Eck lassen sich 
mittelst des g 111 die Umfange u und U der ein- bezw. 
umbeschriebenen 12, 24, 48, 96, 192, 384 .. . Ecke be- 
rechnen. 



r == 1 kommt 




- 6,00000 


Ue 


= 6,92820 


= 6,21163 


u, 


= 6,43078 


= 6,26526 


17« 


= 6,31932 


= 6,27870 


^* 


= 6,29218 


= 6,28206 


"^9, 


= 6,28542 


= 6,28291 


TJ. 


,= 6,28 375 


- 6,28311 


U, 


,= 6,28333 



4. Das in "Ho. 3 dargelegte Verfahren führt den 
Namen Eshaustionsmethode. Es liefert das Besultat 
w — 3,1416. "Weil nach No. 2 P ; d = n ist, so erhält 



5. Der ägyptische Papyrus des Ahmea aus der 
Zeit 1700—2000 t. Chr. giebt ji = (16 : 9}' = 3,1604 an. 
Archimedea (gest. 212 t. Chr.) zeigte, dass « zwischen 



Hosted by 



Google 



3^ und 3i5 
: 1250 ^ 



121 

Die lädier rechneten mit « = 3927 
3,1416. Im 16. Jahrhundert n. Chr. wurde 
Ton Vieta Jt auf 10 Dezimalstellen, von Ludolf 
van Ceulen auf 35 Dezimalstellen bestimmt; ihm 
zu Ehren wird i die Ludolfsche Zahl genannt. Ferner 
fand Adriaan Authoniszoon für re den Wert 
3,1415929. Später wurde ?r mit Hilfe der höheren 
Mathematik von Vega auf 140, von Dahse auf 200 
und von Richter in Elbing auf 500 Dezimalstellen 
berechnet. Wie indessen schon oben bemerkt wurde, 
hat Lindemann bewiesen, dass tt keine algebraische, 
Boadern eine transzendente Zahl ist. Auf 7 Dezi- 
malen genau ist jt — 3,141 5927 ; für die meisten Fälle 
der Praxis ist jedoch j 
hinreichend genau. 

b) Durch Konstruktion: 

6. Kochansky (1685) hat f 
sung gegeben: 

Fig. 95. Ziehe in dem 
Endpunkt A des Durch- 
messers AB die Tangente 
an den Kreis C, Sodann 
lege<ECA^30''an; trage 
Ton E aus auf der Tangente 
EF — 3rab, so ist BF mit 
grosser Annäherung gleich 
dem halben Umfang des 
Kreises; denn eine kurze Rechnung 
den Wert r . j/iFVj — 2 1'3"= 3,1415 r. 

§ 113. Quadratur des Kreises. 

1, Unter der Quadratur des Kreises (des Zirkels) 
versteht man die Aufgabe , die Fläche des Kreises in 



■ 3'/, oder auch n — 3,1416 



{ende einfache LS- 




für BF 
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eine geradlinige Figur zu verwandeln, etwa in ein 
Quadrat. Auch diese Aufgabe ist wie die Rektifikation 
mit Zirkel und Lineal nicLt lösbar. 

2. Um den Inhalt eines Kreises vom ßadiua r an- 
näherungsweise zu erhalten , beschreibt man um den- 
selben ein regelmässiges Vieleck. Durch unbeschränkte 
Yermehrung der Seitenzahl erhält man schliesslich ein 
Polygon, dessen Umfang und Inhalt der Peripherie und 
dem Inhalt des Kreises äusserst nahe kommen. 

Ersetzt man daher in der § 108, 7 gefundenen 
Formel P = '/a • i . a . r den Umfang n a durch 2 " r, 
so erhält man als Inhalt des Kreises den Ausdruck 
P = ^ . ^^ D. h. 

Der Inhalt des Kreises ist gleich dem 
Produkt aus derZahl^und dem Quadrat des 
Radius. 

§ 114. Berechnung der Ereisteile. 

1. In einem Kreise vom Radius r sei die Lange 
eines Bogens mit b, sein zugehöriger Zentriwinkel mit «, 
der Inhalt des Sektors mit 8 bezeichnet. Da sich die 
Bögen eines Kreises wie die zugehörigen Zentriwinkel 
verhalten, so folgt die Proportion b : jt r = o : 180. 

Hieraus b = ~^. 

Die Inhalte der Sektoren eines Kreises verhalten 
aicb wie die zugehörigen Bögen oder Zentriwinkel. 
Somit gilt die Proportion S:;ir' = b;2nr^a; 360. 
Daraus folgt 



2. Die Fläche eines Segments ist gleich dem Unter- 
schied des zugehörigen Sektors und des durch die Sehne 
abgeschnittenen Dreiecks. 
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§ 115. Uebnnsren. 

1. Der Radius eines Kreises ist r = 6,2 ra. Wie gross 
ist der Umfang, der Inhalt? 

2. Der Radius eines Kreises ist r =: 0,5 m , ein Zentri- 
winkel misst a = 32", Wie gross ist der zugehörige Bogen, 
Sektor? 

3. Der Badius eines Kreises ist r = 8,6 m. Wie gross 
ist die Seite des dem Kreise inhaltsgleichen Quadrats ? 

4. Der Bogen eines Sektors ist gleich dem Radius, 
wie gross ist der Zentriwinkel? 

5. Der Inhalt eines Sektors ist gleich dem Quadrat 
des Radius, wie gross ist der Zentriwinkel? 

6. Die Erde dreht sich um die N.S.-Linie. Welche Ge- 
schwindigkeit in der Sekunde hat ein Ort am Aequator? 
Der Radius der Erde beträgt 6370 km. 

7. Zwei gleich grosse Kreise schneiden sich so, dass 
jeder durch das Zentrum des andern geht. Wie gross ist 
die gemeinsame Fläche ? 

8. Drei gleich grosse Kreise berühren sich gegenseitig. 
Wie gross ist die zwischen den Umfangen liegende Fläche? 

9- In einen Kreis vom Radius r ist ein Quadrat be- 
schrieben i über einer Seite wurde der Halbkreis nach aussen 
gelegt. Wie gross ist die entstandene mondförmige Figur? 

10. Einen Kreis zu konstruieren, dessen Umfang gleich 
ist der Summe oder Differenz der Umfange zweier Kreise. 

H. Einen Kreis zu konstruieren, dessen Inhalt gleich 
ist der Summe oder Differenz der Inhalte zweier Kreise. 

12. Eine gegebene Kreisfläche durch den konzentrischen 
Kreis zu halbieren. 

13. Einen gegebenen Sektor durch den konzentrischen 
Kreisbogen zu halbieren. 

14. Errichtet man über den Seiten eines rechtwinkUgen 
Dreiecks nach derselben Seite Halbkreise, so ist die Summe 
der beiden mondförmige« Figuren gleich dem gegebenen 
Dreieck. (Lunulae Hippocratis, 450 t. Chr.) 

15. Zieht man in einem Kreise zwei zu einauder senk- 
rechte sich schneidende Sehnen und beschreibt man über 
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den 4 Abschnitten als Dnrchmesser Kreise, so ist die Summe 
der 4 Kreise gleich dem iDhalt des gegebenen Kreises. 
(§ 74, 2.) 

16. AB CD ist ein Rechteck, in dem BC = 2 AB ist, 
F und E sind die Mitten der B C und AD; G ist der Schnitt 
von AF und BE; H ist der Schnitt der EC nnd DF. Um 
F wird ein Kreisbogen durch A, D gelegt; ebenso um E 
dnrch B, C; nm a dnicb A, B; nm H durch C, D. Wie 
gross ist das entstandene Oval, wenn B C =^ 2 a ist ? 

17. In dem Kreise sind die beiden senkrechten 
Durchmesser Ä B nnd C D sowie die Sekanten A D nnd 
BD gezogen. Um B beschreibt man einen Bogen durch 
A, der BD in E scheidet, ebenso aus A mit Radius AB, 
welcher AD in F trifft. Das Oval vervollständigt man 
durch einen Bogen aus D mit D E. Wie gross ist der 
Inhalt der Eilinie ? 
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XU. Abschnitt. 

Die geometrische Aufgabe. 

17. Kapitel. Wesen and Behandlung der Aufgabe. 

§ 116. Einführnng. 

1. Die geometrische Konstruktionaaufgabe verlangt 
eine Figur herzustelleo, die gegebenen Bedingungen ge- 
nügt. Dadurch wird zugleich aua den gegebenen Be- 
BtimmangBstücken die Grösse oder Lage anderer Stücke 
abgeleitet. Zur Konstrnktion darf nur die Gerade und 
der Kreis angewendet werden, woher ea kommt, dasB 
scheinbar einfache Aufgaben nicht gelöst werden können, 
wie z. B, die Dreiteilung des "Winkels. Die Beatim- 
muugsatUcke müsaeu voneinander unabhängig sein. 

2. Die Aufgabe ist bestimmt, wenn ihre Auf- 
lösung nur ein oder eine endliche Anzahl von ßeaul- 
taten ergiebt; unbeatimmt, wenn die Zahl der Resul- 
tate unendlich ist; überbeatimmt, wenn mehr Be- 
Btimmungaatiicke gegeben sind, als die Konstruktion 
verlangt; unmöglich, wenn die gegebenen Be- 
dingungen den Eigenschaften der verlangten Figur 
viderBpreohen . 

§ 117. Teile der Auflösung. 

Die YoUatändige Lösung einer Aufgabe gliedert 
eich in vier Teile: Analysia, Konstruktion, Beweis, 
Determination. 
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1. ÄnalyaiB. Man zeichnet eine Figur von der- 
selben Art wie die gesuchte , bezeichnet und stellt in 
ihr die Stücke dar , die den gegebeaea eataprechen. 
Hierauf untersucht man, in welcher Beziehung die ge- 
gebenen Stücke unter sich und zu den andern Stücken, 
Teilen der Figur stehen. Die TJntersucbung wird so- 
weit fortgeführt, bis die Abhängigkeiten zwischen allen 
erforderlichen Elementen aufgedeckt sind ; dann aber 
hat das Verfahren auf eine oder mehrere Aufgaben 
geführt, die gelöst werden können. 

2. Die Konstruktion folgt der Analyaia Schritt 
für Schritt, indem sie die einzelnen Elemente der Figur 
in der Weise erzeugt, wie sie die Änalysis als von- 
einander abhängig festgestellt hat. Während jedoch die 
Analyaia nicht auf die gegebene Grösse der Beatimmungs- 
stücke Rücksicht nimmt, muss die Konstruktion davon 
ausgehen. Auch sei darauf hingewiesen , dasa jede 
Konstruktion soweit wie irgend thualich ia einer ein- 
zigen Figur zu leisten ist. 

3. Der Beweis thut dar, dass die durch die Kon- 
struktion hergestellte Figur den Bedingungen der Auf- 
gabe genügt; er geht somit den umgekehrten Gang der 
Analysia. Hierbei zeigt aich, dasa der Beweis oft die 
TJmkehrungeu derjenigen Sätze notwendig hat , welche 
die Analysia zu ihrer Entwicklung bedurfte. 

4. Die Determination untersucht die Möglich- 
keit und Bestimmtheit der Aufgabe. 

§ 118. Methoden der Losung. 

Diese sind die Methode der geometriachen Oerter, 
der Parallel Verschiebung, der Umklappung, der Drehung 
und der Rechnung. Die einfacheren Hilfsmittel sind 
in den früheren Paragraphen angeführt worden und 
finden deawegen hier keine Berücksichtigung mehr. 
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% 119. Die Methode der Oerter. 

Dieses Verfahreu setat eine grössere Zahl von 
Oertern voraus; es ist daher vor allem notwendig, 
solche, soweit es nicht schon früher geschehen ist, au- 

1. Der geometrische Ort für (D. g. 0. f.) den einen 
Endpunkt einer konstanten Strecke, die immec in gleicher 
Weise eine gegebene Gerade unter einem gegebenen Winkel 
schneidet, ist eine Parallele aur Geraden. 

2. D. g. 0. f. das Zentrum X aller Kreise vom Radins r, 
welche aus einer gegebenen Geraden immer in gleicher 
Weise eine Strecke von vorgeschriebener Länge aitsachneiden, 
ist eine Parallele zur Geraden. — Ist AB eine solche 
Strecke, so lässt sich das /\, ABS in irgend einer Lage 
zeichnen. 

3. D. g. 0. f. den Mittelpunkt X aller Kreise vom 
Eadius r, die den gegebenen Kreis O immer in gleicher 
Weise nach einer Sehne von gegebener Länge schneiden, 
ist ein mit dem gegebenen Kreise konzentrischer. — 
Ist AB eine solche Sehne, so lässt sich das Viereck OAXB 
in irgend einer Lage konstruieren. 

4. D, g. 0. f. den Punkt X, von dem aus man Tangeil- 
ten von gegebener Länge an den gegebenen Kreis O 
legen kann, ist ein konzentrischer Kreis. — Ist XÄ eine 
Tangente, so lässt sich A XAO in irgend einer Lage hcr- 
stellen- 

5. D. g, 0. f. den Punkt X, von dem aus der gegebene 
Kreis unter dem. gegebenen Winkel a erscheint, ist ein 
konzentrischer Kreis. — Ist X A eine Tangente , so ist 
A A X bestimmt. 

6. D. g. 0. f. den Punkt X , von welchem aus zwei 
gegebene Kreise und Q unter gleichen Winkeln er- 
scheinen, ist ein Kreis. — Zieht man an den Kreis die 
Tangente XA, an den Kreis Q die Tangente XB, so ist 
A OAX-^ QBX, somit XO :XQ = OA; QB. Das Weitere 
»ach § 92. 
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7. Zieht man in dem Kreise duriih den Peripierie- 
punkt A alle Sehnen, so ist d. g. 0. t. deren Mitte der 
Kreis über A als Durchmesser. 

8. Zieht man durch den Punkt A an. den Kreis alle 
Sekanten , so ist d, g. 0. f. den Mittelpunkt X der Se- 
kanten ein Kreis. — Ist A B eine Sekante , und zieht man 
OB, wie auch durch X die Parallele zu OB, welche OÄ 
in Q schneidet, so ist Q dio Mitte der AO und QX ^ 
V OB. 

9. Legt man um das A A B C den Umkreis, halbiert 
man femer den Bogen BC in E und beschreibt um E mit 
EB den Kreis, so ist dieser der g. 0. f. das Zentnim X 
aller Inkreise derjenigen Dreiecke , die auf B C stehen and 
ihre Spitze auf dem Bogen BAC haben. — Es ist näm- 
Lch A BEX gleichschenklig, da < EBX — BXE = 



10. D. g. 0. f. den Punkt X, dessen Summe der Ent- 
fernungen von deu Schenkeln eines Winkels C die ge- 
gebene Länge s hat , ist eine Gerade. — Sind X A und 
XB zwei Lote, verlängert man AX und halbiert man den 
Winkel, den diese Verlängerung mit XB bildet, so ist die 
Halbierungslinie der Ort , wie man sich durch Umklappen 
der B X um die Mediane überzeugt. 

11. Zieht man von dem gegebenen Punkte A alle 
Strecken nach der Geraden L, so ist d. g. 0. f. den Punkt 
X, der die Strecken in gleicher Weise im Verhältnis m : n 
teilt, eine Parallele zu L, 

12. Zieht man durch den Punkt A alle Sekanten an 
den gegebenen Kreis und teilt sie in gleicher Weise 
im Verhältnis m : n, so ist d. g. 0. f. den Teilungspunkt 
X ein Kreis. — Dieser wird analog dem in No. 8 gefun- 
den. — Der Punkt A kann auch innerhalb des Kreises 
liegen. 

13. D. g. 0. des Punktes X, der zu den Punkten A, B 
so hegt, dass AX' — BX'^ d' wird, ist eine Gerade. — 
Bestimmt man nämlich auf A B den Punkt C so , dass 
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AC — BC" — d' ist, und errichtet man in C das Lot auf 
AB, so ist dieses der Ort. 

14. D. g. 0. f. den Paukt X, von dem aus die Tangenten 
au die gegebenen Kreise 0, Q mit den Radien r, p einander 
gleict sind , ist eine Gerade senkrectt zu Q. — ■ Denn 
es ist XO' — XQ' = r' — p'. — Beschreibt man nm X 
init der Länge der betreffenden Tangente den Kreis, so 
scluieidet dieser die beiden Kreise recht winit! ig. Daher : 

15. D. g. O. f. den Mittelpunkt alier Kreise, die zwei 
gegebene Kreise rechtwinklig schneiden ist eine Gerade. 

16. D. g. 0. f. das Zentrum X aller Kreise, die-darch 
den gegebenen Pnnkt A gehen und den gegebenen Kreis 
vom ßadius i halbieren, ist eine Gerade. — Denn es ist 
AX'--XO* = r'. 

17. D. g. 0. f. den Mittelpunkt X aller Kreise, die 
zwei gegebene Kreise und Q mit den Radien r und g 
halbieren, ist eine Gerade. — Denn man hat XO' — XQ' 
— e" ~ r', 

18. D. g. 0. f. das Zentrum X aller Kreise, die den 
gegebenen Kreis vom Radins r rechtwinklig schneiden 
nnd den gegebenen Kreis Q vom Radius p halbieren, ist 
eine Gerade. - Es ist XO" — X Q' ^ r' + q'. 

19. D. g. 0. f. den Punkt X von solcher Lage zu zwei 
gegebenen Punkten A, B, dass A X' + B X' :^ s' werde, 
ist ein Kreis, — Ist nämlich XA = x, XB = y, AB — c, 
ferner C die Mitte von AB, CX = z, so besteht die Be- 
ziehung c' + 4a" — 2x' + 2y' = 2s'; hiera us z' — 
'(i(2s' — c'). Demnacliist der Ort derum C mit '/j )'2s' — c' 
beschriebene Kreis. 

20. D. g. 0. f. das Zentrum X aller Kreise, die von 
dem gegebenen Kreise vom Radius r rechtwinklig ge- 
schnitten und dem gegebenen Kreise Q (Radius q) halbiert 
werden, ist ein Kreis. — Denn XO' + XQ'^='"'+ P'- 

21. D. g. 0. f. den Mittelpunkt X aller Kreise, welche 
durch den gegebenen Punkt A gehen und von dem ge- 
gebenen Kreise (Radius r) halbiert werden, ist ein Kreis. 
Denn XA' + XO'^r'. 



Hosted by 



Google 



130 

22. D. g. 'P. f. das Zentrum aller Kreise , die den ge-, 
gobenen Kreis vom Radius r halbieren uiid von deiti 
gegebenen Kreis Q (Eadins p) halbiert werden, ist ein 
Kreis. — Denn XO' + 5f Q" — c' — tV 

23, Zieht man von dem Punkte A an den Kreis die 
Sekante AB und bestimmt man auf AB den Punkt X so, 
dass AX.ÄB = a° werde, dann ist d. g. 0. f. den Punkt 
X ein Kreis. — 

§ 120. Anwendung, 

1. TJm eine geometrische Konstruktionsaufgabe 
mittelst der Methode der Oerter zu lösen, geht man von' 
zwei oder mehreren der Lag« nach vorhandenen Ele- 
menten (Punkten, Linien) aas und bestimmt für jeden 
unbekannten Punkt zwei Ortslinien, indem man jede 
der beiden Bedingungen , welche der Punkt erfüllen 
soll, für sich betrachtet. Jede Bedingung liefert einen 
Ort und der gesuchte Pankt liegt da, wo sich die 
beiden Oerter achneiden. 

2. Beispiel. Auf der gegebenen Geraden L den 
Punkt X zu finden, von dem die an den gegebenen 
Kreis gezogene Tangente die Länge a erreicht. 

Analysis. Fig. 96. Es sei 
X der gesuchte Punkt , so dasa 
die Tangente XE = a wird. Wie 
aus dem Text der Aufgabe her vorT 
geht, muss der Punkt 5 zweien 
Bedingungen gehorchen ; 1) er 
muss auf L liegen , 2) muss er 
eine solche Lage haben, dasa die. 
, von ihm au den Kreis O gelegte 
Tangente die Länge a erreicht. 
Die beiden Ortslinien für X sind 
somit 1) die Linie L, 2) der in 
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§ 119,4 angeführte konzentrische Kreis.. Die Schnitt-, 
punkte beider Oerter genügen der Aufgabe. 

Konstruktion. Ziehe den Radius Ä, errichte 
in A auf O A das Lot AB ^^ a und verbinde B mit O. 
Beschreibe um mit OB den Kreis, der die L in X 
schneidet. 

Beweis. Ziehe von S an den Kreis die Tangente 
X B undverbinde mit E und X. Da nun X = B, 
OB = OA,<E=A = lß ist, so ist ^XOE K BO A, 
woraus XE = AB fulgt. Es ist jedoch AB = a, daher 
auch XE = 8 und Tangente, Auch liegt X auf L. 
Mithin genügt X allen Anforderungen der Aufgabe. 

Determinatiofl. Fälle OPIL. Mit Hilfe des 
Pythagoreischen Leliraataes ergiebt sich OB = Va^+r"; 
wenn nun fa^-j-r^ == F ist, so hat der konzentrische 

2) 
Kreis mit Llj Funkte gemeinsam, d. h, es giebt 2, 1, 

Ol 
Punkte, die der Aufgabe entsprechen. 

§ 121. Uebnngen, 

1. Auf dem Kreise den Punkt X finden, der von 
A und B gleiche Entfernungen hat. 

2. Dem A ABC das gleichschenklige A SYZ einza- 
beschreiben, so dass die Basis XY |1 B C geht und die Länge 
a erhält. 

3. In dem A ABC die XY]|BC so zu ziehen, dass 
BX-)-CY = XY werde, 

4. Gegeben die festliegenden Strecken AB, CD nnd die 
Gerade L. AnfL den Punkt X zn finden, so dass A ABX 
= CDX werde, 

5. In dorn A ABC den Punkt X zu. finden, so dass 
A BCX:CAX: ABX — m:n:p sich verhalte. 

6. Auf der Geraden L liegen die Strecken AB, BC, 
CD hintereinander. Man soll den Punkt X finden, so d.tss 
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Ton ihm ^us die drei Strecken anter gleithen 'ftmkeln 
erscheinen 

7 Durcli den Punkt A eine den Kreis in X \ 
sclineidende Sekante äd zu ziplien daas AX ^^ W nerde 

8 De^^leiLlien S( dass AX k\ ^= m a meide 

9 Auf dem Üintang des Kreises ist der Punkt A 
gegeben Man soll daiuh Ä eine Gnade ziehen welche den 
Kleis ni X and die gegebene L nie L in \ so achneidet 
dasi A\ = XY weide 

10 Desgleichen das9 Ä\ AT = m n werde 

11 Durch den innerhalb des gegebenen Kreises ge 
legenen Punkt A die "^elme XA\ so zu zielen da'; 
AX AT ^ ra n werde 

12 Auf der Genden L den Punkt X zu finden so 
dass die Summe der beiden I te die min v)n X auf die 
Schenkel dts gegebenen Winkels A iallei kann j,leich 
s werde 

13 Durch den Punkt A eine Creiale ?u ziihen die den 
Kreis in \ die Geride L in X so schneidet da'^s 
AX . A\ = a' werde. 

14. Durch den einen Schnittpunkt A zweier Kreise 
die Sekante XAY so zu legen, dass AX.AY = a' werde. 

15. Durch den Punkt A eine Linie zu ziehen, welche 
den Kreis in X, den Kreis Q in Y so schneidet, dass 
AX . AY ^= a' werde. 

16. Ein rechtwinkliges Dreieck aus den beiden Ab- 
schnitten der Hypotenuse zu konstmieren, in weiche dieselbe 
durch die Mediane des Gegenwinkels zerlegt wird. 

17. Kechtwinkliges £\ ans a, b" — c' ^: d', 

18. Viereck aus 3, a, ^, b : c : d = m : n : p. 

19. O ans L, A auf K, 

20. A ans a, ti,, «; 21. A ans r, a, tb; 22. A aus 
a, $, a. 

23. A ans p, q, b : c = m : n; 24. A ans a, t», 
b- — c- = d'. 

25. A aus a, b' — c" — d', F (Inhalt); 26. A aus 
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27. A ans a, a, b' + c' = s'; 28. A ans a, ha, 
b" + c' - s'. 

29. Den Punkt X zu finden , so dass die von ihm an 
die Kreise 0, Q gelegten Tangenten die Längen a, b haben. 

30. Den Punkt X au finden , von dem aus die Kreise 
0, Q unter den Winkeln a, ß erscheinen. 

31. Den Pnnkt X zn finden, Yon dem aus drei gegebene 
Kreise unter gleichen Winkeln erscheinen. 

32. Den Punkt X zu finden , so dass die von ihm aji 
3 gegebene Kreise gelegten Tangenten einander gleich 
■werden. 

Bezeichnung: Q ans Lg, Kg, K|j, Pj, K^^ heisst einen 
Kreis zu beschreiben, der aus L eine Strecke ^= s, aus 
dem Kreise K eine Sehne =^ a ausschneidet, der den Kreis 
K halbiert, der so liegt, dass die ■vom Punkte P an ihn ge- 
zogene Tangente = t werde, der den Kreis K rechtwinklig 
schneidet. 

33. ms t, A, Ls; 34. aus r, L^, Pt! 35- © 
ans r, K, Kg'. 

36. aus V, A, Kd ; 37. ans L, Kd, r ; 38. 
aus I und der Ton den Kreisen K, K' halbiert werde. 

39, aus A, B, K^; 40. aus A, B, K^; 4L © 
ans Kso, K'so, K"a. 

42. © aus Km, K'd, K"d. 

43. Einen Kreis zu konstruieren, der von zwei gegebenen 
Kreisen rechtwinklig geschnitten und von einem dritten ge- 
gebenen Kreise halbiert werde. 

44. © au9 A, B niid der von einem gegebenen Kreis 
halbiert werde. 

45. © ans Kflo, K'bo, K"goi 46. © aus Kd, K'd, K"d. 

% 133. Die Methode der Farallelrersclilelbuiig. 

1, Das Wesen dieser Methode besteht darin, dass 
man einzelne Teile der Gresamtfigur wie Strecken, 
Linien, Kreise, Linienzüge u, s. f. parallel einer Geraden 
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um eine bestimiate Strecke verschiebt. Der Zweck einer 
Bolchen Verschiebung ist die Auffindung eines wichti- 
gen' Punktes, das Zusammenrücken gegebener Strecken 
zu einer Figur, welche sich konstruieren lässt, Zer- 
legung einer Pigar in Teile, die sich einzeln herstellen 
lassen, lieber tragung von Verhältnissen. 
2. Beispiel. /\ aus tb, tc, ha. 

Analysis. Ea ist — Fig. 97 — 

ABC ein Dreieck, indemBD^tb, 

CE ^ tc, AP = ha sei. Verschiebt 

man AP längs BC, bis sie durch D 

geht, wobei D G = '/a ^^a wird, so lässt 

, sich das rechtwinklige A BDG zeich- 

/ " *= neo aus BD = tb, GD = ■/, h» und 

'^' ■ <BGD = 1E. Der Punkt S auf 

B D findet sich aus der Proportion B S : S D = 2 : 1. Die 

beiden Oerter für den Punkt sind a) die Linie B G, fa) der 

um S mit ','j te heschriebene Kreis. Die Punkte C und 

1 die Lage von A, da D Ä = D sein muss. 




3. Beispiel. Viereck ( 




läsat eich herstellei 



s a, c, e, f, -?:ef. 

Analysis. In dem 
Viereck ABCD, Fig. 98, 
sei A B = a, D = c, 
AC^e, BD =f,<BKC 
^= -^ ef. Verschiebe ^ 
ADB parallel AC und 
um diese Strecke. Hier- 
durch gelangt D nach 
E, A nach C, B nach F 
und es ist CE # AD, 
CF # AB, EP#BD, 
< BDE = BKC. Das 
Parallelogramm BDEF 
= f, DE = e, < BDE 
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=; «P e£. . Der Punkt C liegt auf dem um "F mit a 
and auf dem lim D mit c bescLriebenea Kreise, Sa 
CA #ED ist, so lässt sioli A von C aus auffinden. 

4. Beispiel. Zwischen zwei gegebene Kreialinien 
■die Strecke X Y ^= a und parallel zur Zentrale zu legen. 

Analysis 
Tig. 99 seien . 
die Zentren der ge- 
gebenen Kreise, XY 
— a und II AB. Die 
Linie SY lässt sich 
ziehen, wenn derPuukt _ 

X gefunden ist. Ver- fig. ab, 

schiebt man aber den Kreis £ längs BÄ am a, so muss 
Hein Umfang durch X gehen. In dieser neueil Lage 
lässt sich der Kreis zeichnen, da BC =; a aeiri niuas. 

Konstruktion. Mache B C = a, beschreibe um 
,C mit dem Radius des Kreises B einen Bogen, der den 
Kreis A in X schneidet; ziehe XY||AB. 

5. Beispiel. Ao den Bogen des Sektors die 
Tangente zu legen, so dass ihre von dem Berührungs- 
punkte einerseits uad den verlängerten Badien anderer- 
seits begrenzten Abschnitte sich wie m : n verhalten. 

Analysis. Li' JFig. 100 ent- 
spreche BC den Forderungen. 
Ziehe A, welche Linie auf B C 
Benkreobt stehen muss. Bringt 
man jetzt BO durch Parallelver- 
sohiebung in die Lage EG, so 
verhält sich auch E F : F G — m : n ; 
weau ferner FH||CO ist, so er- 
hält man EH:HO= m : n. Die 
Versobiebung der BC kann immer 
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soweit vorgenommen werden, dass EH = m und HO 
=:q wird. Die beiden Oerter für F sind alsdann 
a) der Halbkreis über E als Durchmesser und b) die 
Parallele durch H zu C. Die Gerade F bestimmt 
auf dem Bogen den Punkt A und die gesuchte Linie 
B C ist senkrecht in A auf A. 

Konstruktion. Mache OH r= n, HE = m; 
schlage über DE als Durchmesser den Halbkreis, der 
die durch H zu C gezogene Parallele in F schneidet. 
Die verlängerte OF trifft den Bogen in A; errichte 
iu A auf OA das Lot BC. 

g 123. üebang'en. 

1. A aus a, c, tb ; 2. A aas tg, hb, h^ ; 3. A aus ta, ha, "- 
4. A »US ta, tb, t(,; 5. A aus t^, «, b + c. 
6. Gleichschenkliges Dreieck aus hb, ß. 



7. Trapez ai 


IS b, d, e, f; 8. Trapez aus b, d, 


9. Trapez ai 


13 b, c, d, < ef. 


10 Viereck a 


US e, f ^, .5 < efi 11 Viereck 



12 Viereck aus den vier Seiten und der Verbmdungs- 
strecke zweier Gegenseiten 

13 Durch den emen Schnittpunkt zweier &n,h schnei- 
dender Kreise eine Sekante zu ziehen so dass die Summe 
beider Sehnen = s werde 

14. Em Rechteck zu konstruieren von dem eine Seite 
gegeben ist, und dessen 4 Seiten durch 4 gegebene Punkte 
gehen 

15 In einem Kreise ist ein Dnrchmesier gezogen Auf 
dem einen Halbkreis hegen die Punkte A B Aut dem 
andern den Punkt X so zu bestimmen dass AX und BX 
aus dem Durchmesser ein Stuck ^= a ausschneiden 

16 In dem A ABC eme die AB in \, die AC in Y 
schneidende Linie XY so zu ziehen, dass XY ^^ a und 
BX: CY = m: n werde. 

17. Desgleichen, dass BS=^XY^YC werde. 
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18. In dem A ABC eine die AB in X, die AC in T 
schneidende Linie XY||BG Bo zu ziehen, dass BX:XY 
= XY:CY werde. 

19. Desgleichen, dass AX : XY = XY : CY werde. 

20. Desgleichen, dass ÄX:XY = XY:BX werde. 

21. Gegeben L, L', K. Zwischen L nnd K die Strecke 
XYllL' so zu legen, dass Xy = a werde. 

22. Gegeben sind die Strahlen AB nnd CD mit den 
Endpunkten A, C. Man sucht zwei sich berührende Kreis- 
bögen von gleichen Radien, wovon der eine AB in A, 
,der andere C D in C tangiert. (Anwendnng im Eisen- 
bahnban.) 

23. Durch den Punkt Ä eine Linie so zu ziehen, dass 
die beiden Abschnitte, welche dieselbe zwischen einen Drei- 
strahl legt, sich wie in ; n verhalten. 

24. Einen Dreistrahl durch eine Gerade so zu schneiden, 
dass die beiden Abschnitte ^ a, b werden. 



25. „X 


js A anf L, K. 


26. «, 


IS A anf K, K'. 


27. © », 


19 L, W, K. 


2S. .. 


.. L, K, K'i 29. O 



§ 124. Bie Methode der Umklappung:. 

1, Die Methode der TJmklappung leitet sich aus der 
axialen Symmetrie, ■ ab. "Will man sie zur Lösung von 
Aufgaben verwenden , so klappt man die ganze oder 
einen Teil der zur Analyaia notwendigen Figur um 
eine Gerade um. Letztere kann entweder achon vor- 
handen sein, oder sie muss erst eingeführt werden. Am 
häufigsten benützt man dazu eine "Winkelhalbierende 
oder eine Senkrechte. Der Zweck dieses Verfahrens 
ist aber, gegebene Stücke zusammenzurücken, gleiche 
Elemente zur Deckung zu bringen, Punkte durch sym- 
metrische zu ersetzen, Suramen bezw. Difierenzen von 
Strecken und Winkeln darzustellen. 
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Fig. 101. 



JUS B, C, ß — y. 

AoalysiB. In Fig. 101 ist 
ABC ein Dreieck , in welchem 
AO — b, AB = c,<B-C = ?-j' 
sei. Um die Differenz -J; B — C 
einzuführen, zieht man AD ± BC 
und Iclappt A ABD um AD in 
die Lage ADE um. Hierdurch 
__ wird-«;AEB = ^. Aber<AEB 
= d-\-y, folglich ist < ^ — ^ — y. 
Das A AEC ist demnach be- 
stimmt aus ÄC = b, AE = c, 
^S = ß^y. Der Punkt D Jiegt 
auf E und auf dem Lote von A 
hegt aui CE und auf einem 



auf C E. Der Punkt 
Kreise um D mit DE. 

Bemerkung. Zu einer andern Lösung gelangt 
man, wenn das AABC um das Mittellot der E um- 
gewendet wird. 

3. Beispiel. In einen gegebenen Kreis ein Vier- 
eck zu beschreiben, von welchem zwei Gegenseiten und 
das Verhältnis der beiden andern gegeben sind. 

A Analysis. lii Pig. 102 sei 

ABCD ein Sehnenviereck, in dem 
AB-^a,CD=c,BC:AD = m;n 
gegeben ist. Klappt man A ABC 
mn das Mittellot der AC um, wo- 
durch es in die Lage C B' A 
kommt, so läset sich A B'CD in 
den Kreis legen, da B'C = a und 
CD=^c werden muss. Da ferner 

'. B'A : AD = b : d = m : n sich ver- 

— hält, so liegt A auf dem Apollo- 

Flg. 102. nisohen Kreise. Sein Durchmesser 
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ist die Strecke zwischen den Teilpunkten, welche B'D 
im Verhältnis m : n teilen. Der Punkt B befindet 
sich auf dem gegebenen Kreise und auf der Parallele 
durch B' zu AC. 

4, Beispiel. Gegeben sind die Geraden L, L' 
and auf L der Punkt A. Au£ derselben Geraden den 
Punkt S so zu beatimmeu, dass XA gleich dem Ab- 
■atande der L' von X werde. 

Analysia. In Fig. 103 sind 
L, L', A die gegebenen Elemente, so- 
■dann sei das Lot XB = AX. "Wen- 
■flet man die Gerade L' samt dem 
Lote XB um die Mediane XC des 
^ BXA um, so fällt BX auf AX, 
L' auf das Lot AO; d.h. das recht- 
'irinklige /\ C B X fällt auf das recht- 
winklige /\ C A X. Daherist^d = e, 
Das Lot in A auf L bestimmt zu- 
nächst auf L' den Punkt C und die Halbierungslinie 
des ■< AGB schneidet die L in X. 

5. Beispiel. Voudem Rechteck ABC D — Fig. 104 
— ein ihm ähnliches durch eine Gerade parallel zu 
«iner Seite .abzuschneiden. 

Analysis. E3seiXY||BA 
so gezogen, dass ABCI> "^ 
A T X B ist. Klappt man 
< DAG um die Mediane AE des 
rechten Winkels DAB um, so 
wird der Schenkel AD längs 
A B fallen ; ferner muas der 
Schenkel AC in die Eichtung 
der Ä X zu liegen kommen, 
weil entsprechende Diagonalen 
ähnliche Dreiecke zerlegen, un( 



Fig. 103. 




beiden Hechtecke in 
ähnlichen Dreiecken 
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homologe Winkel gleich sind. Weil demnach <fi e = 3 
■werden musa, so ist die Lage der AX and folglich 
auch der Punkt X bestimmt. XY ist parallel zu BÄ. 

§ 125. Vebnngeii. 

1. Gleichseitiges A aus a + h ; 2. Ebenso aus a — h, 

3. Rechtwinklig gleichschenkliges A aus a + b. 

i. Rechtwinkliges A aus den beiden Abschnitten der 

Hypotenuse, in welche letztere durch die Mediane des 

rechten Winkels zerlegt wird. 

5. Desgleichen atis den beiden Abschnitten einer Ka- 
thete, in welche diese durch die Mediane des Gegenwinkels 
geteilt wird. 

6. Rechtwinkliges A aus a, b -|- c; 7. Desgleichen aus 

8. Desgleichen aus h -\- c, ß — y; 9. Desgleichen ans 
b — c, ^ — j-. 

10. Gleichschenkliges A aus a, b -]- ha ; 11. Desgleichen 
ans a + h, a. 

12. A aus b + c, a, «; 13. A ans b — c, a, a; 14. A 
aus a + b + c, ß, y. 

15. A aus a + b -]-c, ha, o; 16. A aus a, bb, ? — y; 
17. A aus a, b + c, ht>. 

18. A ans a, V, b — c; 19. A aus u, v, y; 20. A att^ 
p - q, ha, wa. 

21. A ans c,'b,ß = 2y. 

22. Rechteck aas a -]- b + c -J- d, e. 

23. Sehnenviereck aus r, a, c, b -|- d. 

24. Viereck aus a -f b + c, a, ß, y, d. 

25. Tangentenviereck ans a, b, a, y. 

26. In dem A AB C auf B C den Punkt X zn finden, 
so dass, wenn man von X auf AB und AC die Lote XY 
und XZ fäUt, YZ — s werde, 

27. In das A ABC ein Parallelogramm von gegebenem 
Umfang zu beschreiben, so dass beide Figuren einen Winkel 
gemeinsam haben. 
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28. Gegeben L, L', L". Eine Linie senkrecht V zu 
ziehen , so dasa die zwischen L und L" fallende Strecke 
^■011 L' halbiert werde. 

29. Gegeben L, A, K und zwar A und K auf der 
gleichen Seite der L. Man soll in L den Punkt X finden, 
80 dass XA und die Tangente Ton X an K mit Ij gleiche 
nach entgegengesetzten Seiten geöffnete Winkel bilden. 

30. Gegeben L und die Punkte Ä, B auf verschiedenen 
Seiten der L. Man soll auf L den Punkt X so bestimmen, 
dass SB mit L einen doppelt so grossen Winkel als XA 
bilde. (Beide Winkel sind nach der gleichen Seite geöffnet.) 

31. Gegeben L und die Pnnkte A, B auf der gleichen 
Seite der L. Gesucht wird auf L der Punkt X, so dass 
XA und XB mit L zwei nach Terschiedenen Seiten ge- 
öffnete Winkel von gegebenem Unterschied bilden. 

32. Auf dem rechteckigen Billard liegen die Bälle A 
und B, In welcher Richtung muss A gestossen werden, 
damit er , nachdem er tou jedem Band zurückgeworfen 
worden, den Ball B trifft. 

33. Das Quadrat XYZU zu konstruieren, so dass die 
Ecken X und Z auf L, die Ecke Y auf L' und die Ecke 
ü auf dem Kreise K liege. 

34. Auf dem verlängerten Durchmesser A B des Kreises 
K liegt der Punkt C. Auf diesem Durchmesser den Punkt 
X zu finden, so dass XC gleich der von X an K gelegten 
Tangente werde. 

% 126. Die Hethoae der DrehuDg. 

1. Die Drehung um einen durch das jeweilige Pro- 
blem bestimmten Winkel kann vorteilhaft zur Lösung 
geometrischer Aufgaben verwendet werden. Sind Teile 
dar G-eaamtflgur kongruent, so gelaagen sie durch 
Drehung zur Deckung; sind sie aber proportional, ähn- 
lich, so kann man sie durch Drehung in solche Lage 
bringen, dass das Drehungszentrum Mittelpunkt eines 
sie tragenden Strahlenbüachels wird. Hierbei ist 
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immer vorausgesetzt, dass die homologen Stücke beider 
Figuren in gleichem Drehungs sinne folgen. Bei der 
einen Gruppe von Aufgaben ist der Drehungsmittel- 
punkt gegeben, bei der anderen muss er erat aufgefunden 
werden. Das Drehung saentrum zweier kongruenter 
oder ähnlicher Figuren ist dasjenige zweier homologen 
Strecken. Man wendet daa Drehungs verfahren an, um 
wichtige Funkte zu erhalten : Meistens bestimmt der 
gedrehte Tel! einer Figur igit dera in Ruhe gebliebe- 
nen solche Funkte. Die Ermittelung des Mittelpunkts 
der Drehung liefert oft die Cfrösse von Winkeln, die 
zur Konstruktion verwendet werden können, 

2. Sind die gleichen Strecken AB, CD gegeben, 
so wird das Drehungszentrum nach § 38, 2 bestimmt, 

3. "Wenn die Strecken AB, A'B' ungleich sind 
— Fig. 105 — so wird daa 

Zentrum, das zugleich Mit- 
\ telpunkt des sie tragenden 
Strahlenbüschels werden 
I soll, durch di e folgend elleber- 
/ legung gefunden. Es schneide 
AB die A'B' in D. Wäre 
C daa gesuchte Zent- 
rum, so musa ^ A C A' = 
BCB' ADA' sein; mit anderen Worten: C liegt auf 
den Kreisen A A'D und BB'D, und iat daher der zweite 
Schnittpunkt beider Kreiae. Die neue Lage der AB 
iat A"B". 

4. Sucht man zu zwei Kreisen 0, 0' die beiden 
Schnittpunkte S und S' der äusseren bezw, inneren ge- 
meinsamen Tangenten und wird über S 8' als Durch- 
messer der Kreis beschrieben, ao erscheinen von jedem 
Punkt seines TJmfaugs die beiden gegebenen Kreise unter 

i Winkeln. Demnach iat der Kreis über SS' 
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der georaetriaolie Ort des Drehungszentruma beider 
Kreise. Eine bestimmte Stelle nimmt dieses Zentrum 
erst ein, wenn dem Punkte A der einen Peripherie der 
Punkt A' der anderen entsprechen soll. Dann aber 
wird es nach No. 3 ermittelt, und zwar mit Hilfe der 
Eadien OA, O'A'. Für den Fall, dass die Kreise 0, 
0' gleich Bind, geht der Ürtakreis in das Mittellot auf 
00' über. 

§ 127. Aufgaben. 

1. Beispiel. Ein gleichseitiges Dreieck i 
dessen Ecken auf 3 Parallelen liegen. 

Analysia. In Fig. 106 i^t L i| L' |1 L" u 
ein gleichseitiges Dreieck, 
man mit dem Dreieck ABC e 
Parallelverschiebung längs der ] 
rallelen vornehmen kann, so d 
eine Ecke des A ABC z. B. 
nach Guidünken gewählt werden. . 
Dreht man nun das A^BC um 
B um 60° und nimmt bei dieser 
Drehung die Ecke C die Linie L" ^ 

mit, HO gelangt BC in die Lage ^'^- ^°^- 

BA und L" nach L'". Der Punkt A wird demnach 
durch L und die um 60° gedrehte L" bestimmt. Der 
Punkt C liegt aul L" und zugleich auf einem Kreise 
um B mit BA. 

2. Beispiel. Gegeben sind die gleichen Kreise 
0, 0', auf dem Umfang des einen der Punkt A, auf 
dem des andern der Punkt A'. Es soll auf der Peri- 
pherie des Kreises der Punkt X, auf derjenigen des 
Punktes 0' der Punkt X' so gefunden werden, dass 
Bogen AX ^ A'S' und Strecke XX' = a werde. — 
Flg. 107.— 
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Man betrachte beide Kre 




e als kon- 
Figoren, 
die sich in solcher 
Weise entsprechen, 
dass A, A' und 0, 
O'homologePunkte 
sind. Alsdann ent- 
sprechen sich auch 
yx,S, X'. Bestimmt 
nan deo Drehuiigs- 

nittelpunkt C bei- 

Fig. 107. der Kreise, so wird 

nach der Drehung 
um C um < ACA' das Gebilde 0' mit dem Gebilde 
O zusammenfallen. Deswegen ist CX' = CX, < XCS' 
=:ACA', Das gleichschenklige Dreieck XCX' lässt 
sich in einer Nebenfigur aus XX' = a und < XCX' 
^^ A C A' konstruieren. Die Lösung ergiebt die Länge 
der Schenkel C X, CX', wodurch man die Punkte X, 
X' ermitteln kann. 

3. BelspieL Auf den Schenkeln des Winkels D 
liegen die Punkte A, A'; ausserdem ist P gegeben. 
Man soll durch P eine die Schenkel in X, X' schneidende 
Linie so ziehen, dass AX: A'X' = m : n werde. (Auf- 
gabe bei ApoUonius : de sectione rationia ) 



Fig 108 




XPX die gesuchte 
Geiade Man nehme die 
Strecken AX \X als 
entsprechende an dann 
\\ "imd die auf den Vhen 
kein liegende Punkte 
au(,h homol Dg, 

nimmt, dass AB \ B 
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= m : n ist. Die Punktpaare A, A'; B, B' kann man 
jetzt zur Aufsuchung des Drehnngsmittelpunktea C be- 
nützen. Zieht man ferner CX, CS', CA, CA', so 
ist A CAA' ^5 CXS'. Folglich ist < X'XC = 
A'AC. Der Punkt X liegt somit auf einem Kreise 
Ober CP, der einen 'Winkel gleich A'AC faaat. 

§ 128. Uebniigen. 

1. Gegeben sind der Kreis 0, die Gerade L und zwi- 
sclien beiden der Punkt A. Man soll durch A eine den 
Kreis in X, die L in X' schneidende Linie so ziehen , dass 
AX — AX' werde. 

2. Desgl., dass AX : AX' ^^ m : n werde. 

5. In ein Quadrat ein Dreieck zn boschreiben , das 
einem gegebenen. Dreieck ähnlich ist , so dass eine Ecke 
des Dreiecks in eine Ecke des Quadrats fällt, 

4. Ein gleichseitiges Dreieck zu finden , dessen Ecken 
auf den Umfangen dreier konzentrischer Kreise liegen. 

6. Gegeben sind der Punkt P, die Geraden L, L' und 
A ABC. Man soU auf L den Punkt X, auf L' den Punkt 
y finden, so dass APSY-^ABC werde. 

6. Gegeben ist A ABC, auf BC der Punkt D. Man 
soll auf AB den Punkt E, auf AC den Punkt F bestimmen, 
so dass A DEF "^ ABC werde. 

7. Ein gleichseitiges Dreieck zn konstruieren, dessen 
Ecken auf zwei gegebenen Kreisen liegen und zwar eine 
in einem gegebenen Punkte. 

8. In ein gegebenes Parallelogramm ein Rechteck zn 
beschreiben, das einem gegebenen Rechteck ähnlich ist. 

9. In ein gegebenes Parallele granun einen Rhombus 
einzub e schreibe n , dessen Diagonalen sich wie m;n ver- 

10. Ein Kreisviereck aus den vier Seiten zu kon- 
(rtmieren. 

11. Auf den Schenkeln des Winkels D liegen die Punkte 
A, A'. Ausserdem ist Punkt P gegeben. Man soll durch 

Uahler, Qeametrie. 10 
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P eine den Schenkel DA in X, den Schenkel D A' in X' 
schneidende Gerade so ziehen, dass AX = A'X' werde. 

12. Desgl., dass AX + A'X' = s werde. 

13. Gegeben ist der < A und der Punkt P. Man soll 
durch P eine die Schenkel in B, C schneidende Linie ziehen, 
so dass das A ABC eine gegebene Fläche hat. 

14. Auf den Schenkeln des -^ A sind die Punkte B, 
B' gegeben. Man soll eine den Schenkel AB in C, den 
Schenkel AB' in C sckneidende Linie ziehen, so dass 
B C ^ B' C und C C ^ a werde. 

15. Desgl., dass E C : B'C ' = m : n und C C — a werde. 

% 129. Die Metliode der Eecliunng. 

1. Um Konstruktions aufgaben auf algebraischem 
Wege zu lösen, sucht man die Länge einer oder einiger 
wichtiger Strecken auf. Dies geschieht in der Weise, 
dass man diese Strecken mit andern gegebenen durch 
eine Gleichung verbindet, wozu mit Vorteil die Pytha- 
goreischen Lehrsätze, die Verhältnissätze, die lohalts- 
formeln etc. verwendet werden. Die Grleichungen löst 
man nach den fraglichen Strecken auf und konstruiert die 
hiefür gefundeneu Ausdrücke, Die Langen gesuchter 
Strecken werden üblicherweise mit s, y, z , . . die 
Längen gegebener Strecken mit a, b, c . . bezeichnst. 

2, Strecken bezw. Inhalte heissen Grössen erster 
beaw. zweiter Dimension, reine Zahlen sind von 
nuUter Dimension. Sonach sind die Ausdrücke a, 2 a, 
a + b, ab : c, l'a" + b*, a'b : c^ . , von der ersten Di- 
mension; hingegen sind die Formen a^, Sab, a^b : c. 
. 1^' — ^ b' . , , von zweiter Dimension, Ein Ausdruck 
wird homogen genannt, wenn alle seine Glieder von 
gleicher Dimension sind; z, B. 3x^ + ax ^ bc. Alle 
in der algebraischen Analyais geometrischer Aufgaben 
TOrkommenden Ausdrücke si 
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% 130. Eonstruktlon algebraischer Ausdrücke. 

1. Die Konstruktionen der Aasdrücke x = a ^ b, 
X = m . a, X =^ a. : m, wo m eine Zahl iat, sind nahe- 
liegend. 

2. Ist s ^ a b : 0, so hat man auch c : a = b : x. Dem- 
nach ist X die vierte Proportionale zu a, b, c. 

3. Findet man x = y» . b , so ist x die mittlere 
Proportionale zu a, b, 

4. Ergiebt die Rechnung x =^ ^a" -J- b^, so erkennt 
man, dasa x die Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei- 
ecks ist, dessen Katheten gleich a, b sind. Wird b = a, 
ao ist X = a . V2.' 

5. Der Ausdruck x ^^ fa' — b'' wird in der Weise 
hergestellt, dass man die Hypotenuse eines rechtwink- 
ligen Dreiecks gleich a und eine der beiden Katheten 
gleich b macht. Die andere Kathete ist gleich x. 

6. Ist a die Seite eines gleichseitigen Dreiecks, so 

ist die Höhe s. = — ^3. 

7. Bedeutet m eine Zahl, so lassen sich alle Aus- 
drücke von der Porm x ^ a . )'m mit Hilfe einea recht- 
winkligen Dreiecks konstruieren. Z. B. ist x := a Yb 

= U'~+T^. 

8. Ist in Fig. 86 AO == a, ao erhält mau für CO 
den Wert l/a'+ ~= 'l^ a . |T; dann ist CF=.CD 
= a;gy"5_ar3 — a|2 (y5 _ 1). Der Ausdruck x = 
*/a Co — 1) sagt demnach aas, dasa x der Maior der stetig 
geteilten a ist, 

9. Zusammengesetzte Ausdrücke werden so umge- 
staltet , daas sie aua mehreren einfachen Formen be- 
steben. 

Erstes Beispiel . x = a b c ; d''. Man bat x ^ TT ' j~' 
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;zt msD ~5~ ^^ y ui^ bestimmt y naoh No, 2, : 

LS 

" d' __„^^ 

Zweites Beispiel . x = — y + I 4 ^" ^ ^'' 



^^(1 



endet x^— -|- + ]/(-|-) + 0>V'2)°- 

Ermittle y = b y2 nach No. 4, suche alsdann 
/-y-J -f- y= ebenfalls mittels No. 4; nun ist 

§ 131. Untersncliimg des für x gefundenen Ausdrucks, 

1. "Unmöglich ist die Aufgabe, wenn der für x ge- 
fundene \Vert a) nicht innerhalb der für die fraglidie 
Strecke vorhandenen Grenzen fällt; b) negativ ist, 
während die gesuchte Strecke eine absolute Grösse sein 
soll; c) imaginär ist. 

2. fiin negativer Wert für die Unbekannte x ist 
nur in dem Fall brauchbar, wenn die Lage der frag- 
lichen Strecke in entgegengesetzter Richtung auch den 
Bedingungen der Aufgabe genügt, 

3. Da jede quadratische Gleichung zwei "Wurzeln 
hat, BO ist in aolchen Fällen eine weiter« Untersuchung 
anaustellen , oh beide Werte des x der vorliegenden 
Aufgabe entsprechen oder nur einer. Ein ausgeschlosse- 
ner Wert genügt meistens einer verwandten Aufgabe 
oder der vorliegenden Aufgabe in allgemeinerer Fassung, 

% 132. Aufgaben. 
1, Beispiel. ist die IVEtte der Strecke AB. 
Man bat über AB, AO, BC als Durchmesser Halb- 
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I werde der ßadiua AF 



IM 

kreise nach deraelbeii Seite errichtet. Ea soll der Kreia 
konstruiert werden, welcher die drei Halbkreise be- 
rührt. — Fig. 109. 

Analysis. Es sei E der 
Mittelpunkt des gesuchten Krei- 
ses. Dieser wird den Halb- 
kreis A B in dem Hcheitel D 
berühren, woher es kommt, dass 
CED eine Gerade ist. Hal- 
biert man AG in F, so geht 
F E durch den Berührungspunkt 
der beiden Kreise F, 
mit r, der Badius ED mit x bezeichnet. In dem recht- 
winkligen A EFC ist (r + s)" = r' + (2r — xf oder 
r^ -f x^ -j- 2 r X = r' -]- 4 r* + x' ~ 4 r X. Hieraus x — '/, r, 
woraus die einfache Konstruktion folgt. 

2. Beispiel. Das Trapez AB CD durch die 
Gerade pai'allel den Grundseite u zu halbieren. — 
Fig. 110. 

Analysis. Es sei EF 
die gesuchte Halbierungslinie. / 
Verlängere B A und CD bia / 
zum Schnitt in G. Man be- 
aeiohne die Strecken GA, GE, 
GB mit a, K, b. Die Dreiecke 
GBO, GEF, GAD sind ähn- 
lich ; ihre Inhalte verhalten sich 
wie die Quadrate homologer 
Seiten, daher GBC : GEF 

: G A D = b" : s^ a^ folglich verhält sich auch (SBC 
— GEF) ; (GEF — GAD) = (b — x') : {s^ — a,% 
Weil Aber E F das Trapez halbieren soll, geht die Pro- 
portion in die Gleichung über b' — x.' r=x.' — a'. Die 
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Auflösung derselben liefert den "Wert s 



' + V 



durch E die Parallele 
P schneidet, so ist EP die 



Konstruktion. Errichte das Lot BL auf BG und 
mache es gleich AG. Die Verbindungsstrecke GL ist gleich 
y a' + b*. Beschreibe über GL als Durchmesser den 
Halbkreis und errichte auf GL das Mittellot; beide 
Linien trefiea sich iu K, Ziehe GK, Diese Strecke 
ist gleich x. Um G schlage einen Kreis mit GK; 
dieser achneidet GB 
zu BC, welche CD 
verlangte Gerade. 

3. Beispiel. In dem Kreise 
wurde der Durchmesser AB 
gezogen, und der eine Halb- 
kreis in C halbiert. Man soll 
durch G eine den Durchmesser 
in E und den anderen Halb- 
kreis iu F aehneidende Gerade 
so ziehen, dass EP = a werde. 

' — pj ^jj Analysis. Pig. 111. Es 

^' ' sei CEF die gesuchte Gerade. 

Man bezeichnet 00 mit r, CE mit y, OE mit x. Das 
reohtwinkHge /\^ B liefert die Beziehung y^ = r' 
+ x'. In dem Punkte E schneiden sich die Sehnen 
CP, AB; mithin gilt die Relation ay = (r + x) (r — x) 
T= r' — x^. Addiert man beide Gleichungen, so kommt 
y^ + ay = 2 r"; folglich ist 

"Weil die Strecke y eine absolute Grösse ist, ist das 
negative Zeichen vor der "Wurzel nicht brauchbar. 

Konstruktion. Ziehe OB. Diese Strecke ist gleich 

r ■ ^ errichte das Lot B K auf OB gleich -^ und 
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verbinde C mit K, welche Strecke gleich 1 — — |- 2 r' 

Bein wird. Von KC ziehe KL — -^ ab, so ist der 
Best GL — CE — y. Beschreibe mit y um C einen 
Bogen, der AB in E Hchneidet, aiehe CE mit Ver- 
längerung. Es ist CEF die gewüaschte Gerade. 

Bemerkung. Der um mit y ala Radius be- 
schriebene Kreisbogen schneidet Ä B noch in einem 
zweiten Punkte dessen Verbindungslinie mit C ebeufalls 
eine Lösung der Aufgabe darstellt. 

Untersuchung. Da 1/-4- + 2 r' immer grösser 

als -^ ist, so kann der Ausdruck für y niemals negativ 
werden. Der um C mit y beschriebene Bogen muss 
den Darchmeaser AB achöeiden, woher es kommt, dass 
y nicht kleiner als r sein darf. Unmöglich wird so- 
mit die Aufgabe, wenn — "H" + l/~i~ + ^ ■'^ ■■ ^ '^'•' °^^'^ 
]/-^ + 2r'< T + -^■, quadriert; 

^ + 2rVr> + -J-f«r; 
hieraus folgt r' < a r, oder auch r < a ; ein Kesultat, 
das durch eine geometrische Betrachtung sofort ge- 

§ 133. Uebnngen. 

i. Die Strecke AB stetig zu teilen. 

2. Die Strecke AB in C so zu teilen, dass AC ' BC 
i' werde. 

3. Desgleichen, dass AC'-j- BC =: s° werde. 

4. Gleichseitiges A o-ns a + h. 

5. Das A ABC in ein gleichseitiges zu verwandeln. 
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6. Ein Quadrat zu zeichnen aus e -|- * oder e — a, 

7. Rechteck ans F und a -]- b, bez. a — b, 

8. Das ^ ABC in ein anderes zu verwandeln, das 
dem gegebenen A D E F ähnlich ist. 

9. Das A AB C durch eine Gerade parallel L in avr« 
Teile zu zerlegen, die sich wie m : n verhalten. 

10. In einen Quadranten den Inkreis zu zeichnen. 

11. In das Quadrat AB CD ein anderes Quadrat zu 
zeichnen, dessen Seite = s ist. 

12. Um das Rechteck AB CP ein anderes zu beschreiben, 
dessen Seiten von denen des ersten überall gleichweit ab- 
stehen, so dass der Rahmen das m-fache des gegebenen 
EecMecks ist. 

13. In das reohtwinklige A ABC ein Qnadrat einzn- 
beschreiben, so dass zwei Ecken auf die Hypotenuse fallen. 

14. In das A ABC ein Quadrat eiiizubeschreiben. 

15. In das A ABC ein Rechteck einzu beschreiben, 
dessen Inhalt gegeben ist. 

16. Desgleichen, dessen Umfang gegeben ist. 

17. In dem Kreise ist der Durchmesser A B gezogen, 
in B ist die Tangente an den Kreis gelegt. Man soll durch 
A eine den Kreis in E und die Tangente in F schneidende 
Linie so ziehen, dass EF ^ a werde. {Apollonius: de 
inctinationibus.) 

18. Einen Kr 
Ä, B geht und i 
schneidet. 

19. In dem Kreis wurde die Sehne AB gezogen 
und der kleinere Bogen in C halbiert. Man soll dnrch 
C eine die Sehne in E and den grösseren Bogen in F 
schneidende Linie so ziehen, dasa. £ F := a werde. 

20. A ans a, r, Wg. 

21. Das Trapez ÄBCD durch eine Gerade parallel 
den Grundseiten in ziwei Teile, die sich wie m : a verhalten, 

ää. Einen Kreis zu beschräbea, der die Seiten AB, 
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ÄC des A ABC direkt berölirt und ans der Saite BC 
eine Seime =^ s ausschneidet. 

23. Durch die Ecke B des Quadrats AB CD eine die 
CD in X und die verlängerte AD in Y schneidende Linie 
HO zu ziehen, dasa XY = a werde. (ApoUonius: de incli- 
nationibns.) 

2i. Den Inkreis eines gleichseitigen Spitzbogens zu 
finden, 

25, Üeber den Hälften der Gmndaeit« eines gleich- 
seitigen Spitzbogens sind als Dnrchmesser die Halbkreise 
nach innen errichtet. Einen Kreis zu finden , welcher die 
vier Dmiange berührt. (Anwendung in der Ornamentik.) 



Anhang. 

18. Kapit«l. Die Strecke mit ßacksiclit aaf 
ihre Richtnng. 



§ 134. Die Addition. 
Zwei Strecken heissen gleich, wenn sie gleiche 
Läu^e und gleiche Richtung halten. 

1. Gleiche Strecken können aonseb nur auf einer 
6^*«den oder ftof parallelen Geraden liegen, niemals 
suf zwei geraden Xiiniwi, die ^ch im Endlichen schneiden. 
In Fig. 112 ist AB 



solang wie C D und 
gleichgerichtet mit C I>, 
folglich ist AB = CD, 
femer ist EF so lang 
wie AB und gleich- 
gor jch^tet parallel aa AB , 
daher ftn«!» EF= AB. 



/ 
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Dagegen ist G H ungleich CD , obwohl beide gleich 
lang sind, denn sie gehen entgegengesetzt parallel. 
Die Strecke KM schneidet verlängert den Träger L 
der Strecke AB, mithin sind AB und KM unter keinen 
Umständen gleich. 

Wird eine Strecke mit A B bezeichnet, so bedeutet 
A den Anfangs-, B den Bndpunkt. 

2. Aufgabe. Eine Strecke zu konstruieren, die 
gleich der gegebenen Strecke AB ist. 

Lösung, Fig. H3, Ziehe durch den beliebig gewähl- 

^ ten Punkt C die Gerade L || AB 

A B und trage you C aus die Strecke 

, , OD gleich lang und gleich- 

^ DL gerichtet mit AB ab, so ist 

Fig. IIB. CD die verlangte Strecke. 

Bemerkung, a) Es giebtunbeschränktvieleStrecken, 
die der Aufgabe genügen; dieselben liegen teils auf 
dem Träger der AB, teils auf Linien parallel zu AB. 
b) Jede Strecke kann auf ihrem Träger verschoben 
werden. 

3. Ist eine Verbindung von Strecken (Grössen) ao 
beschaffea , daas sie dem Gesetz der beliebigen Ver- 
einigung gehorcht, so nennt man sie assoziativ; jede 
Verbindung, in welcher die Glieder vertauscht werden 
dürfen, heisst kommutativ. Hat eine Verknüpfung 
von Grössen die Eigenschaft, dass für drei Glieder die 
Art, wie die Klammern gesetzt werden, keinen Unter- 
schied im Resultat hervorruft, so gilt dasselbe auch für 
beliebig viele Glieder. In assoziativen Verknüpfungen 
können die Glieder beliebig vertauscht werden, wenn 
man zwei vertauschen kann. 

4. Die Addition ist eine assoziative und kommu- 
tative Verbindung, deren Umkehruag eindeutig ist. 
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stellt OC die Summe 



§ 135. Anfgaben. 

1. Aufsrabo. Die 

Summe der Strecken a, b, c 
zu Baden. 

Konstruktion. Fig 
114. Von dem beliebig t 
gewählten Punkte aus 
ziehe OA^a, AB = b, 
BC = o; verbinde O mit C, 

Beweis. Die Verknüpfung ist assoziativ, denn 
es ist (a + b) + c ^ OB + BC = OG; ebenso ist 
a + (b-|-c) = OA + AC = OC; somit ergiebt sich 
a+ b + c={ft + b) + o=a + (b4-c). Die Verbindung 
ist auch kommutatiy, denn ergänzt man /\, OAB zu 
dem Parallelogramm OABD, so ist klar, dasa OD 
= b und DB = a ist, woher b + a = OB. Es ist aber 
auch a 4- b = OB, folglich b + a =^ a + b. Die TJm- 
kehrung ist eindeutig, da ea zu der Strecke a (bezw. b) 
nur die eine Strecke b (bezw. a) giebt, die mit ihr die 
Summe OB liefert. 

2. Folg'emngen. Sind z 
und liefert die Addition die Sui 
so müssen beide Strecken gleii 

gesetzte Richtungen haben. Demnach ist b — — a. Ist 
die Summe mehrerer Strecken a, b, c , . . gleich Null, 
also a -[- b + c , , . ^ o, so muss sich der aus ihnen kon- 
struierte gebrochene Zug schliessen. Sind die Strecken 
a, b, c , . einander gleich, so ist a + b -[- o . . . = n . a, wo 
n die Zahl der Posten angiebt; d, h. eine Strecke 
wird mit einer Zahl multipliziert, wenn man unter Bei- 
behaltung ihrer Richtung ihre Länge mit der Zahl ver- 
vielfacht. Ebenso erhält man: Eine Strecke wird 



ii Strecken a und b gegebe» 
e Null, also a + b ~ o, 
e Länge und entgegen- 
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